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ا�ستعمال هذا الكتاب
مّمت ن�شاطات هذا الكتاب لم�ساعدتك كي ت�صبح متعلّمًا متقدّمًا؛ وهذا يعني �أنّ هذه الن�شاطات �ستتحدّى قدراتك لتقوم ب�أمور،  �صُ

منها على �سبيل المثال:
• ا�ستعمال المهارات التّي تعلّمتها في درو�س �أخرى �سابقًا؛ لتطبّقها في م�سائل ومواقف جديدة غير م�ألوفة.	
• التحلّي بالإبداع والمرونة عند حلّ هذه الم�سائل.	
• المثابرة على المهمّة، وتجريب طرق بديلة �إن لم تكن طريقة الحلّ الأولى ناجحة.	
• ل �إلى تعميمات وتنب�ؤات عن الأنماط والتوجّهات.	 اكت�شاف الأنماط، والتو�صّ
• تنمية مهارات التفكير والتبرير.	
• العمل مع الآخرين �ضمن فريق و�أداء �أدوار مختلفة، فتارة تقود الفريق، وت�سهم ب�صورة ناجحة وفعّالة في عمل الفريق تارة 	

�أخرى.
• تف�سير ا�ستنتاجاتك كي يتمكّن الآخرون من فهمها والردّ عليها.	
• ولكي ي�صبح الطلّاب في مدار�س �شراكة موهبة متعلّمين ومتقدّمين؛ ف�إنّ ن�شاطات هذا الكتاب تركّز على �ستّ قيم واتّجاهات 	

و�سمات �أ�سا�سيّة ت�شجّع هذا النوع من العمل والتفكير، هي:

الا�ستق�صاء
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ الا�ستق�صاء، و�سيرغبون في التعلّم الذاتيّ، وين�شطون فيه، ويتوقون �إليه. 

و�ستظهر عليهم �سمات المبادرة والتفكير الم�ستقلّ، وتحدّي الافترا�ضات، وطلب البرهان على الم�سلّمات والتوكيدات. 
و�سينظّمون م�سيرة تعلّمهم بفعاليّة، منتقلين من ا�ستيعاب المعارف و�إتقان الخطوات العمليّة، �إلى تطوير وجهات النظر 

ال�شخ�صيّة والحلول الفرديّة.

المجازفة
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ المجازفة، و�سيظهرون الثقة ب�أنف�سهم، ويتناولون الأفكار والظواهر الجديدة 

عليهم بالتجربة والنقد، ويُقدِمون على التخمين، وتوقّع الفر�ضيّات، ولن يزعجهم العمل في ظلّ ظروف جديدة عليهم. 
ل �إلى الا�ستنتاجات قبل ن�ضوجها في �أذهانهم، ويتحمّلون عدم التيقن الم�ؤقّت. و�سوف يرجئون التو�صّ

الإبداع
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ الإبداع والابتكار، و�سي�صبحوا متفتّحي العقول، ومرنين في طريقة تفكيرهم. 

�إلى جانب �إبداء ا�ستعدادهم للابتكار، و�إيجاد حلول متعدّدة للم�شاكل والمواقف، مظهرين قدرة على تكييف �أ�ساليب عملهم 
لتتلاءم مع الظروف. و�سيغدو عملهم مثيرًا للده�شة، ودليلًا على الأ�صالة، ومتميّزًا ب�أ�سلوبهم ال�شخ�صيّ الخا�صّ.

المثابرة
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ المثابرة، ولن تثبّط العقبات وال�صعوبات من عزائمهم، بل �سي�صرّون على 
موا�صلة بذل الجهود. و�سوف يبرهنون على تميّزهم بالت�أنّي في العمل، والالتزام ب�أ�سلوبهم المنهجيّ المنظّم، ولن يكلّوا 

من المثابرة على تحقيق النتائج المرجوّة ب�أعلى م�ستويات الجودة والدقّة الممكنة.

التعاون
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ التعاون والعمل الجماعيّ، و�سي�سعون �إلى الح�صول على الملاحظات 

والتعليقات على �أعمالهم، و�سيُدلون ب�آرائهم و�أفكارهم بو�ضوح واخت�صار، م�صغين �إلى وجهات نظر الآخرين و�أفكارهم. 
و�سيتمتّعون بالقدرة على العمل الجماعيّ والا�ستعداد له، وي�ؤدّون �أدوار متنوّعة �ضمن فرق العمل، ويتمكّنون من تقويم 

�أفكارهم وم�ساهماتهم.

الاهتمام بالمجتمع
�سوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ الاهتمام بالمجتمع. ففي الوقت الذي �سيكونون فيه مدفوعين بالطموح 

ا ب�أهميّة الم�ساهمات التّّي يقدّمونها للمجتمع  ا �إح�سا�سًا قويًّ ال�شخ�صيّ والرغبة في تحقيق النجاح، ف�إنّهم �سيمتلكون �أي�ضً
ا. و�سيكونون مثالًا للمواطن ال�صالح المتعاطف مع  تحقيقًا لم�صلحة الوطن، ومنفعة �أولئك الذين هم �أقلّ منهم حظًّ

الم�صلحة الجماعيّة لمحيطه الاجتماعيّ، المدرك لأوجه التباين والت�شابه بين الأفراد وال�شعوب، والواعي بتراثه الثقافيّ، 
والتراث الثقافيّ للآخرين، كما �سيكون الطلّاب متجاوبين مع الق�ضايا الأخلاقيّة التّي تثار في �سياق درا�ساتهم.

كتابة الحلول
ة ب�شراكة مدار�س موهبة، والطريقة المتّبعة لهذه  �سوف ير�شدك معلّمك �أين تكتب الحلول والإجابات والأعمال الخا�صّ

الغاية. ومن المهمّ �أن تحتفظ ب�أعمالك كلّها مجتمعة حتّى يكون لديك �سجّل عن النمو والتقدّم الذي تحرزه في �أثناء �سير 
هذا المقرّر، والتطوّر في المهارات وال�سمات المرتبطة بالتحوّل �إلى متعلّم متقدّم ناجح.
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الوحدة الأولى
درا�سة الدوال با�ستخدام ح�ساب التفا�ضل 

والتكامل
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الن�شاط الأول
ميل منحنى الدائرة 

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
تطوير فهم عميق للأفكار الريا�ضية التي يقوم عليها الإ�شتقاق بما في ذلك الأفكار الرئي�سية في  	•

الإت�صال والنهايات.

حول هذه الوحدة

نهتم في العديد من الم�سائل الريا�ضية بدرا�سة �شدّة 
الإنحدار لمنحنى ما عند نقطة معينة. ولح�ساب هذا 
�إيجاد الميل للمما�س عند هذه  �إلى  الإنحدار نحتاج 

النقطة.
�سوف تدر�س في هذا الن�شاط بع�ضا من طرق ح�ساب 
ب�سيط  منحنى  ذات  تعد  والتي  الدائرة  مما�س  ميل 

يمكن ح�ساب ميله مبا�شرةً.
ثم  ومن  التقريب  طريقة  ا�ستخدام  كذلك  ويمكننا 

�إن�شاء المقارنة بين نتائج الطريقتين.

ح�ساب الميل بطريقة مبا�شرة �أ‌(	
دائرة  منحنى  من  جزء  المجاور  ال�شكل  يو�ضح 

مركزها )0 , 0( ون�صف قطرها 4 وحدات. 
ان�سخ ال�شكل بدقة. 	.1

	�أوجد معادلة الدائرة. .a     
الإحداثي x للنقطة C هو 3 ، �أوجد الإحداثي  y  لها. 	.b    

.AC يمثل ن�صف قطر الدائرة ، �أوجد ميل AC الم�ستقيم 	.c     
يمثل الم�ستقيم الأخ�ضر مما�ساً للدائرة عند النقطة C. اح�سب ميل الم�ستقيم. 	.d    
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ح�ساب الميل با�ستخدام التقريب المتعاقب ب‌(	

قارن بين ال�شكل �أعلى ال�صفحة وال�شكل في ال�صفحة 
لون  ذو  م�ستقيم  �إ�ضافة  تم  قد  �أنه  نلاحظ  ال�سابقة، 
 .C و D = )0 , 4(   أزرق ويمر في كل من النقطتين�
 DC الم�ستقيم  ميل  �أن  ملاحظة  الممكن  ومن  كما 

مقارب نوعاً ما لميل المما�س ذو اللون الأخ�ضر.
. DC اح�سب ميل الم�ستقيم 	.a

      تخيل الآن �أن النقطة D تتحرك باتجاه عقارب   
       ال�ساعة على منحنى الدائرة حتى ت�صل �إلى النقطة   

      التي �إحداثي x لها هو  1 .
      كما تلاحظ في ال�شكل المجاور ف�إن ميل 

      الم�ستقيم DC مقارب ب�شكل �أف�ضل لميل 
.C المما�س عند النقطة      

اح�سب احداثيات النقطة D وا�ستخدمها لإيجاد     	.b
.DC قيمة ميل الم�ستقيم      

الآن قم بتحريك النقطة D لكي ت�صبح �أقرب �إلى    	.c
      النقطة C ويكون الإحداثي x لها هو 2.    

.DC اح�سب الميل الناتج للم�ستقيم      

	.2

مبا�شرة  بطريقة  المما�س  ميل  ح�ساب  تم  لقد 
و�سهلة ولكن لا يمكن ا�ستخدام هذه الطريقة في 

العديد من المنحنيات المعقدة. 
يمكن  الميل  لح�ساب  طريقة  الآن  ندر�س  �سوف 

تطبيقها على نطاق �أو�سع من المنحنيات.
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قم بالتحقق من نتيجة ما يحدث عند اقتراب النقطة D من النقطة C و�سجل النتائج التي ح�صلت عليها في جدول   	.d
      م�شابه للتالي:

�أوجدته في     كيف تجد القيم التقريبية المتعاقبة التي قمت بح�سابها مقارنة بالقيمة الحقيقية للميل الذي  	.3
     المهمة 1؟

ار�سم دائرة ن�صف قطرها 5cm ومركزها )0,0(. ا�ستخدم الطريقة الدقيقة وطريقة التقريب المتعاقب لح�ساب    	.4
     الميل عند النقاط )x, y( الواقعة على الدائرة بحيث �أن: 

 y>0  و  x=2 	 .a     
 y<0  و  x=3 	.b     

 y=-2  و  x < 0 	.c      
y > 0  و  x=-4 	.d     

D للنقطة x 0122.52.92.99الإحداثي
D للنقطة y الإحداثي

DC ميل الم�ستقيم



11

في هذا الن�شاط �سوف تجد القيمة التقريبية لميل منحنى دالة عند نقطة واقعة عليه بطريقتين ، الأولى هي ر�سم مما�س 
المنحنى عند هذه النقطة والثانية هي ح�ساب الميل لجزء �صغير من المنحنى عند هذه النقطة.

يمكن التفكير بالقيم الناتجة عن ح�ساب الميل عند نقاط مختلفة على �أنها دالة جديدة ت�سمى دالة الميل ويرمز لها 
.g(x) بالرمز

وبتمثيل الدالة g(x) بيانياً ومقارنتها بالدالة الأ�صلية ودوال �أخرى، يمكن م�شاهدة العلاقات بين g(x) ودوال �أخرى 
در�ستها �سابقاً.

الجزء الأول
a. قم بر�سم محورين على ورق ر�سم بياني م�ستخدماً المقيا�س 2cm لكل وحدة على المحور x والمقيا�س 1cm لكل 

.y وحدة على المحور     
.y = x2ار�سم المنحنى .y إلى 18 على المحور� �إلى 5 على المحور x  والقيم من 10-       �ضع القيم من 5- 

b. ار�سم مما�س المنحنى عند x=2. ا�ستخدم نقطتين على المما�س لإيجاد قيمة تقريبية لميله وهو م�ساوٍ لميل
.g(2( وهذا يمثل القيمة x=2 المنحنى عند     

	.)b( ان�سخ الجدول التالي و�ضع القيمة التقريبية للميل التي ح�صلت عليها في الفقرة .c

d. كرر الفقرة ) b( لجميع قيم x الموجودة في الجدول. اكمل ال�صف الثاني واترك ال�صف الثالث فارغاً في الوقت   
     الحالي.

     �سوف تقوم وب�شكل تقريبي بتقدير ميل المنحنى بطريقة مختلفة وذلك لتتحقق من مدى دقة التقريب الذي ح�صلت     
.g(x) عليه للدالة     

     على الرغم من �أن y = x2  هو منحنى ف�إنه وبتكبير جزء �صغير منه نلاحظ �أن المنحنى قد �أ�صبح �أقرب �إلى 
     الم�ستقيم وكلما قمنا بزيادة مقدار التكبير  �أ�صبح المنحنى �أقرب وب�شكل كبير �إلى الم�ستقيم.

     من خلال ح�ساب الميل للقطعة الم�ستقيمة الوا�صلة بين النقطتين  )4 , 2( و ) 4.2025, 2.05( والواقعتين على   
      المنحنى y = x2  �سوف تح�صل على تقريب مختلف لميل المنحنى عند  x=2 مقارنة بالميل الذي تم �إيجاده 

     م�سبقا.  يمكن الح�صول على ميل �أكثر دقة من خلال ح�ساب ميل القطعة الم�ستقيمة الوا�صلة بين النقطتين(2,4)
     و (4.2025 ,2.05).

e. �أوجد ميل القطعة الم�ستقيمة الوا�صلة بين النقطتين (x, y) و (x + 0.05, y + 0.05)وقم بت�سجيل هذه   
     القيم  في الجدول التالي.

ا�ستعمل هذه الطريقة لتقدير قيمة الميل و�إكمال ال�صف الثالث من الجدول. 	.f

x43210-1-2-3-4

 g(x) با�ستعمال المما�س

x43210-1-2-3-4

 g(x) با�ستعمال المما�س

g(x) با�ستعمال القطعة الم�ستقيمة

الن�شاط الثاني
تمثيل دالة الميل بيانياً
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g. مثّل منحنى الدالة y = g(x)  بيانياً على الم�ستوى الإحداثي نف�سه الذي مثّلت عليه الدالة الأ�صلية.
 y = 2x م�ستقيماً معادلته  y = g(x)  ي�شكّل منحنى الدالة     

      هل كان المنحنى الذي قمت بر�سمه مقارباً لذلك؟  �إذا لم يكن كذلك فقم بمراجعة تقديراتك التي قِيمُها بعيدة عن     
      هذا الم�ستقيم.       

h. الآن مثِّل الدالة                        بيانياً وقم بتطبيق الخطوات من )a( �إلى )g( على منحناها. هل ت�ستطيع توقع   
       دالة الميل  في هذه الحالة؟ ا�شرح توقعك.

.)e( إلى� )a( ؟ للح�صول على دالة الميل يجب تطبيق الخطوات من  y = 5x ماذا عن دالة الميل لمنحنى    .i
       هل ت�ستطيع توقع الدالة  g(x) لهذا المنحنى؟ ا�شرح توقعك.

الجزء الثاني
تحتاج في هذا الن�شاط �إلى ا�ستخدام التقدير الدائري )الراديان( لذا ت�أكد من �ضبط �آلتك الحا�سبة لكي تعمل بالراديان.

   8cm والمقيا�س x 12 لكل وحدة على المحورcm قم بر�سم محورين على ورقة ر�سم بياني م�ستخدماً المقيا�س .a
     لكل وحدة على المحور y. ار�سم بدقة المنحنى y=sin x لقيم x  الواقعة بين     -    و 

b.  ار�سم مما�س المنحنى عند النقطة التي فيها     = x  . اختر نقطتين واقعتين على المما�س لتقدير ميله وهو بالتالي     
.g        وهذا يمثل القيمة   x =       ميل المنحنى عند      

.)b( ان�سخ الجدول التالي و�ضع القيمة التقريبية للميل التي ح�صلت عليها في الفقرة   .c

d. كرر الفقرة )b( لجميع قيم x الموجودة في الجدول. �أكمل ال�صف الثاني واترك ال�صف الثالث فارغاً في الوقت   
     الحالي.

=x �أو x=0.52356 من خلال ح�ساب ميل القطعة   e. قم بتقدير ميل المنحنى y=sin x عندما 
    الم�ستقيمة الوا�صلة بين النقطتين (sin(0.523) ,0.523) و (sin(0.524) ,0.524) ؛ �أي بين النقطتين    

   )0.523,0.4995( و )0.524,0.5003(. اكتب القيمة التي ح�صلت عليها في الجدول.
f. كرر الفقرة) e( لجميع القيم الموجودة في الجدول.

g. ا�ستخدم معرفتك الم�سبقة للدوال وتوقع �أف�ضل تقدير للدالةg(x) . مثل  الدالة y = g(x)  بيانياً على نف�س المحاور 
     الإحداثية.

h. مثل الدالة y = cos x  بيانياً على نف�س المحاور الإحداثية وقارن بين منحنى الدالة y = g(x)  و منحنى الدالة 
     y = cos x  هل المنحنيان مت�شابهان؟ يجب �أن يكونا كذلك. في حالة عدم وجود ت�شابه ، اختبر مدى دقة قيم    

    الميل التي �أوجدتها. 
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لقد تم على مر ال�سنين تطوير العديد من الطرق الم�ستخدمة لإيجاد ميل المنحنى عند نقطة واقعة عليه ، وهذا التطوّر 
لم يمر بمراحل �سهلة بل كانت توجد العديد من ال�صعوبات والإختلافات الجوهرية حول هذه الطرق قبل التو�صل �إلى 

الطرق الحديثة و�إقرارها.
�إن النتائج التي ح�صلنا عليها في الن�شاط ال�سابق موثوق بها ولكن هل من الممكن الت�أكد من دقتها؟ لهذا ال�سبب �سوف 

يتم طرح العديد من الأفكار للتحقق من مدى فعالية هذه الطرق.
y = x sin      1. يو�ضح ال�شكل التالي جزءاً من التمثيل البياني للدالة

.x = 1 ا�ستخدم طريقة التقريب لإيجاد ميل مما�س المنحنى عند 	.a
     )ت�أكد من �أن تكون الآلة الحا�سبة في و�ضعية التقدير الدائري )الراديان((

x = 0.2 اح�سب الآن الميل عندما 	.b
اح�سب الآن الميل عندما x = 0.1 . �إن تكبير الجزء المطلوب من التمثيل البياني �سوف ي�ساعدك كثيراً على ت�صور  	.c

      الحل.

x
1( )

الن�شاط الثالث
�أ�شباه الكميات المرحلةّ 
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x = 0.01 لنفر�ض الآن �أنك تريد ح�ساب ميل المنحنى عند 	.d
      يو�ضح ال�شكل المجاور  جزء من التمثيل البياني للدالة عندما يكون 

.x = 0.02  و x = -0.01 المجال بين      
      من ال�صعب في هذه الحالة ا�ستخدام الطرق التي در�ستها �سابقاً لح�ساب 

      الميل. �أذكر الأ�سباب.
متناق�ضات زينو 	.2

      عا�ش الفيل�سوف اليوناني زينو قبل 2500 �سنة في �إيليا وهي منطقة   
      معروفة الآن بجنوب �إيطاليا. وقد قام هذا العالم بو�ضع �سل�سلة من   
      المتناق�ضات والتي يمكن النظر �إليها على �أنها �ألغاز تو�ضح مواقف   

      م�ألوفة من العالم كانت  تبدوا على �أنها م�ستحيلة الحدوث.
      در�ست في كتاب ال�صف الثاني ثانوي التناق�ض في ق�صة المُحارب 

      �أخيل مع ال�سلحفاة. نُو�ضح الآن �أحد  متناق�ضات زينو للأ�سهم. 

3. طريقة نيوتن للتغيّر الم�ستمر: لقد ا�ستخدم العالم �إ�سحاق نيوتن ) من عام     
      1643 م �إلى 1747 م( طريقة التغير الم�ستمر   )Fluxion( لإيجاد الميل    

      عند �أي نقطة واقعة على منحنى ما. 
      �سوف نقوم ب�شرح هذه الطريقة من خلال �إيجاد ميل المنحنى y = x2  عند 

A = (3, 9) النقطة      

  الميل = 

فكر الآن فيما �سيحدث عندما ي�صبح المقدار h �صغير جداً . نجد �أن المقدار h2 يمكن �إهماله عندما   
تقترب h من ال�صفر. ونتيجة لذلك نجد �أن النقطتين �سوف تكونان متطابقتان وبالتالي ف�إن قيمة الك�سر �سوف ت�ساوي 

.2x
وبالتالي ف�إن قيمة الميل عند x = 3 هي 6.

x = 2 عندما y = x3 المهمة: ا�ستخدم طريقة نيوتن لح�ساب ميل المنحنى

(x2+2xh+h2)
(x+h)−x

2xh+h2

h
y                       
x                       

مقدار التغير في
==مقدار التغير في

قم بالتفكير في ال�سهم المنطلق من القو�س. ففي لحظة الانطلاق نجد ان ال�سهم    
ي�شغل حيزاً من الفراغ م�ساوياً لطوله ولا يظهر �أي حركة ولما كانت هذه الملاحظة �صحيحة في �أي لحظة ف�إن 

ال�سهم لا يمكن �أن يكون في حالة الحركة.
المهمة: من الوا�ضح وجود خلل في هذا الا�ستنتاج ، فهل من المعقول �أن ال�سهم لا يتحرك ! هل ت�ستطيع مناق�شة هذه 

المتناق�ضة وما الذي يمكنك قوله؟

   (x, x2) يمكننا البدء ب�أي نقطتين واقعتين على المنحنى. النقطة الأولى هي
 x والنقطة الثانية قريبة جداً من النقطة الأولى و وتقع على يمينها. الإحداثي
لهذه النقطة هو x + h . نح�سب الآن الإحداثي y لهذه  النقطة وهو عبارة عن 

     (x + h)2 = x2 + 2xh + h2    : وبمعنى �آخر x + h مربع المقدار
 (x + h, x2 + 2xh + h2) و  (x, x2)   وبالتالي ف�إن النقطتين هما

ميل الم�ستقيم المار بهاتين النقطتين هو
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نقد بيركلي
من الم�ؤكد �أن طريقة نيوتن �سوف تعطينا نتائج، ولكن توجد العديد من الثغرات المنطقية في هذه الطريقة والتي تم 
 )Analyst( في كتابه الذي يحمل العنوان التحليل ) طرحها عن طريق جورج بيركلي )من 1685 م �إلى 1753 م

ويحتوي على الت�سا�ؤلات :
ما الذي يعنيه التغير الم�ستمر؟ وما هي �سرعة وطبيعة الزيادات المنتهية؟

ما هي هذه الكميات المنتهية ؟  وهي كذلك لي�ست كميات محدودة ولا كميات �صغيرة غير منتهية وهي لا �شيء حتى الآن. من غير 
المحتمل �أن ن�سميها �أ�شباه كميات مرحلة.

المهمة: كيف يمكن الرد على انتقادات بيركلي؟

مثال �أخير
لقد تعرفت في بداية هذا الن�شاط على دوال لم يكن من الممكن �إيجاد دالة الميل لها بطريقة �سهلة، �سوف ننهي هذا 
الن�شاط بطرح مثال لدالة من الم�ستحيل �إيجاد دالة ميل لها وت�سمى دالة دريت�شلت ) Dirichlet( والمعرفة كالتالي:

D(x)={
حيث  Q هي مجموعة الأعداد الن�سبية،  I  مجموعة الأعداد غير الن�سبية.

المهمة: تحقق من �سلوك الدالة. ولماذا ي�ستحيل ح�ساب دالة الميل لمنحناها ؟

1  ,   x  ∈ Q
   0  ,   x  ∈ I

.4

 .5
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يو�ضح ال�شكل التالي تمثيلًا بيانياً يمكن ا�ستخدامه لإ�ستك�شاف ميل الم�ستقيم القاطع والمار بنقطتين على منحنى.

من خلال العمل في هذا ال�شكل �سوف نحاول �إيجاد قيمة تقريبية لميل المنحنى عند النقطة )B)1,1. يو�ضح الجدول 
الإلكتروني والموجود على يمين ال�شا�شة طول القاعدة والارتفاع للمثلث القائم ABC وكذلك ميل الم�ستقيم القاطع 

�أثر ذلك على الميل. B ومن ثم ن�ستك�شف  A لكي تكون قريبة من النقطة  AB. يمكننا تحريك النقطة 
�أعلاه. ا�ستخدام برنامج جيوجبرا لعمل ن�سختك الخا�صة من ال�شكل المعطى  	.1

      التعليمات التالية �سوف ت�ساعدك على عمل ن�سخة مب�سطة للر�سم.

الن�شاط الرابع
 ICT درا�سة الميل با�ستخدام تقنية المعلومات
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وال�شبكة  المحاور  ظهور  من  للت�أكد   )View( العر�ض  قائمة  ا�ستخدم  جيوجبرا.  برنامج  في  جديدة  �صفحة  افتح 
الإحداثية.

ا�ستعمل قائمة خيارات )Options( ل�ضبط التقريب )Rounding( �إلى 5 منازل ع�شرية.
 y = x^2 :والموجودة �أ�سفل ال�شا�شة وذلك بطباعة )Input( في منطقة الإدخال  y = x2  أدخل ال�صيغة�

اختر �أمر نقطة جديدة )New point( ثم انقر على موقعين مختلفين على منحنى القطع المكافئ لإ�ضافة 
.B و A النقطتين

اختر قائمة م�ستقيم عمودي )perpendicular line( ومن ثم قم بما يلي:
.x ثم على المحور A انقرعلى النقطة

.y ثم على المحور B انقرعلىعلى النقطة
على  النقر  خلال  من  عليه  الح�صول  )يمكن   )Intersect Two Objects( منحنيين  تقاطع  �أمر  اختر 
ال�سهم ال�صغير والموجود �أ�سفل �أيقونة نقطة جديدة )New Point( والتي ا�ستعملتها قبل قليل( ثم انقر 

.C على كلا الم�ستقيمين الناتجين في الخطوة ال�سابقة لعمل نقطة التقاطع
 )Distance or Length( اختر �أمر الم�سافة �أو الطول

 )Angle( يمكن الح�صول عليه من خلال النقر على ال�سهم ال�صغير الموجود �أ�سفل �أيقونة زاوية
C ومن ثم على النقطة A انقر على النقطة
 C ومن ثم على النقطة B انقر على النقطة

.)View( من قائمة العر�ض )Spreadsheet View( الآن قم باختيار عر�ض الجدول الإلكتروني

              
C1 في الخلية = A1/B1  أدخل ال�صيغة� 

 اختر �أمر الحركة )Move( ومن ثمّ اختر النقطتين A و B وقم بتحريكهما �إلى �أي موقع تريده على الر�سم. 
يمكنك قراءة الميل الناتج من الجدول الإلكتروني.

للح�صول على �شكل �أكثر و�ضوحاً ، يمكنك القيام بما يلي:
•	 .ABC  لإن�شاء المثلث )Polygon( ا�ستخدم الأمر م�ضلع
•	 قم ب�إخفاء الم�ستقيمين المتعامدين .

ت�أكد من ا�ستخدامك لخا�صية التقريب )Rounding( )الموجودة في قائمة خيارات )Options(( ل�ضبط التقريب 
ع�شرية                                          . فوا�صل  ليكون 5 

A1 في الخلية = distance [A,C] أدخل ال�صيغة�
B1 في الخلية = distance [B,C] أدخل ال�صيغة�

(5 decimal places)
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(2,4(      في الجدول. يمكنك م�شاهدة     BA عند النقطة  ان�سخ الجدول التالي وقم بو�ضع قيمة ميل الم�ستقيم  	.2
     �إحداثيات كل من  A و B بالنظر �إلى منطقة الجبر )Algebra( والواقعة في الجزء الأي�سر من ال�شا�شة.

x واح�سب بقية القيم الموجودة في العمود التالي.  = 1.5 �إلى الموقع الذي يكون فيه   A 3. حرِّك النقطة 
4. ا�ستمر بتحريك النقطة A بنف�س الطريقة حتى تقوم ب�إتمام الجدول. لن ت�ستطيع تحريك النقطة A �إلى الموقع   

     الذي يكون فيه �إحداثي x لها 1.01  
      يمكن الح�صول على خيار التكبير )Zoom In(           عن طريق ال�ضغط على ر�أ�س ال�سهم �أ�سفل �أيقونة         

  )Move Graphic View( عر�ض تحريك الر�سوم     
e. ما الذي �سيحدث في حال تم تحريك النقطة A �إلى )1,1(؟ 	

f. الآن قم ب�إن�شاء وا�ستك�شاف بع�ض الأ�شكال التي ا�ستخدمتها في بع�ض الأن�شطة ال�سابقة من هذه الوحدة     	
         با�ستخدام برنامج  جيوجبرا. ومنها على �سبيل المثال:

•	 ميل منحنى الدائرة في الن�شاط 1.
•	 دالة الميل في الن�شاط 2.
•	 التمثيل البياني للدالة       y = x sin  في الن�شاط 3.

A للنقطة x 21.51.21.11.011.001الإحداثي

A للنقطة y 4الإحداثي 

BA ميل

x
1

 �أو 1.001 �إلا �إذا قمت بتكبير الر�سم للح�صول على دقة كافية للحركة.

A
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الوحدة الثانية
الدوال الأُ�سيّة والعلاقات
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.  f (x) = ax الدوالّ الأ�سيّة هي دوالّ على ال�صورة
فمثلًا، الدوالّ y = 2x, f (x) = 0.5x, y = 3-x, g(x) = 102x, h(t) = 2t, z = 8(w-1) جميعها دوالّ �أ�سيّة.

لنبد�أ البحث في الدالّة الأ�سيّة الب�سيطة y = 2x . ي�سمّى العدد )2( في هذه الدالّة الأ�سا�س، و ت�سمّى x الأ�سّ. لاحظ �أنّ 
. x ّتزداد ب�شكل مت�سارع مع زيادة الأ�س  y قيم هذه الدالّة

.–8 ≤ x ≤ 8 في الفترة y = 2x كوِّن جدولًا لقيم الدالّة 	.1

مثِّل النقاط التّي حدّدتها في جدولك على ورقة ر�سم بيانيّ ب�أبعاد منا�سبة، ثمّ مثِّل الدالّة y = 2x  بيانياً. 	.a

.)a( بيانياً على الفترة نف�سها، للتحقّق من �إجابتك في   y = 2x ا�ستعمل حا�سبة بيانيّة لتمثيل الدالّة 	.b

ا�ستعمل حا�سبة بيانيّة لتمثيل الدوالّ y = 2x, y = 3x, y = 10x  بيانياً في المجال نف�سه. 	.c

	�أ�ضف تمثيليْ الدالّتيْن y = 3x, y = 10x على الورقة نف�سها التّي ا�ستعملتها لتمثيل y = 2x  دون ا�ستعمال  .d
. y = 5x, y = 12x جدْول قيم، ثمّ �أ�ضف تمثيليْ الدالّتيْن

تحقّق من �إجابتك با�ستعمال تقنية تمثيل بياني. 	.e

اكتب فقرةً ت�صف فيها الخ�صائ�ص الأ�سا�سيّة للدوالّ الأ�سيّة عندما يكون الأ�سا�س عددًا �صحيحًا موجبًا، من  	.f
حيث ال�شكل العامّ، وال�صفات الم�شتركة، وكيفيّة تغيّر قيم y عند تغير قيم x . ثمّ قارن بين �أ�شكال 

المنحنيات لقيم مختلفة للأ�سا�س.

الن�شاط الأول
الدوالّ الأ�سيّة

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
ا�ستق�صاء العلاقة بين ال�صيغ الجبريّة للدوالّ الأ�سيّة وتمثيلاتها البيانيّة عند تطبيق مجموعة من  	•

التحويلات الهند�سيّة على التمثيلات البيانيّة.
ا�ستك�شاف طبيعة الدوالّ الأ�سيّة، ودرا�سة ال�شروط التّي تمثّل عندها الدوالّ الأ�سيّة مواقف مفيدة من واقع  	•

الحياة.

حول هذه الوحدة

�سوف ت�ستق�صي في هذه الوحدة، الدوالّ الأ�سيّة، و�ستبحث في العلاقة بين ال�صيغ الجبريّة لهذه الدوالّ وتمثيلاتها 
البيانيّة بو�ساطة تمثيل منحنيات هذه الدوالّ بيانياً، كما �ستتعامل مع بع�ض تطبيقات الدوالّ المثلّثيّة التّي 

ت�ستعمل لتمثيل مواقف من واقع الحياة.
لا بدّ لك من ا�ستعمال تقنية تمثيل بياني لا�ستك�شاف الدوالّ الأ�سيّة، وتمثيلها ب�شكل دقيق.
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. y = (–2)x :؛ على �سبيل المثال y = (–a)x :2. ا�ستعمل تقنية تمثيل بياني لتمثيل مجموعة دوالّ �أ�سيّة على ال�صورة

اكتب فقرة ت�صف تمثيلات هذه الدوالّ. 	.a

ا�ستعمل حا�سبة لإيجاد قيمة كلّ من: 3.5(2−) ,0.5(2−) ,4(2−) ,3(2−)، ثمّ ف�سّر �إجاباتك. 	.b

والآن، بيّن �سبب عدم قدرتك على تمثيل دوالّ �أ�سيّة ذات �أ�سا�س �سالب. 	.c

ا�ستق�صِ الحالات التّي يكون فيها الأ�سا�س عددًا موجبًا غير �صحيح. هل من الممكن تمثيل هذه الدوالّ؟  	.d
�أعط �أمثلة على مجموعة من هذه الدوالّ.

. y = 0 في الم�ستقيم f (x) = ax :ف التحويل الجبريّ اللازم لعك�س منحنى الدالّة �صِ 	 .3

.a > 1 عندما ، y = 0 هو  f (x) = ax يوجد خطّ تقارب �أفقيّ لمنحنى الدالّة 	 .4
.y = b صف التحويل الهند�سيّ اللازم لجعل خطّ التقارب الأفقيّ هو� .x  ∞ عندما  y = 0 أيْ �أنّ؛�	

.y = x في الم�ستقيم  f (x) = 2x ف ت�أثير انعكا�س منحنى الدالّة �صِ 	 .5
ف الدالّة الجديدة، و�أعطِ �أمثلةً على قيم هذه الدالّة عند بع�ض الأعداد ال�صحيحة. ما هذه الدالة؟ ما العلاقة  �صِ 	

بين f (x) = 2x  والدالّة الناتجة؟
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�سوف ت�ستق�صي في هذه المهمّة الدوالّ الأ�سيّة عندما يكون الأ�سا�س بين 0 و 1. 	.1
ابد�أ بالدالّة y = (0.1)x ذلك لأنّ ح�ساباتها مبا�شرة. 	

.–5 ≤ x ≤ 5 في الفترة x لقيم  y = (0.1)x كوِّن جدولًا لقيم الدالة 	.a 	

.y = (0.1)x مثِّل الأزواج المرتبة التّي ح�صلت عليها على ورق ر�سم بيانيّ، ثمّ ار�سم منحنى الدالّة 	.b

تحقّق من دقّة التمثيل البياني الذي ح�صلت عليه با�ستعمال حا�سبة بيانيّة وعلى المجال نف�سه. 	.c

.y = (0.1)x من الدالة y = 10x صف التحويل الهند�سيّ الذي يُنتِج الدالّة� 	.d

ف�سر جبريًا �أو ح�سابيًا لماذا يُنتج هذا التحويل الدالّتين كلّ من الأخرى. 	.e

ا�ستخدم جدول قيم لتمثيل الدالّة y = (0.5)x     بيانياً وا�ستعمل تقنية تمثيل بياني للتحقق من �إجابتك. 	.2
.x = 0 في الم�ستقيم y = (0.5)x أوجِد دالّةً تمثّل انعكا�س الدالّة�	 .a

.y = 2x و y = (0.5)x مثِّل الدالّتين 	.b
	�أوجِد �أزواجًا �أخرى من الدوالّ الأ�سيّة التّي تكون فيها كلّ من الدالّتين انعكا�سًا للدالّة الأخرى في  .c

. x = 0 الم�ستقيم       
اكتب فقرة تلخّ�ص ا�ستنتاجاتك. 	.e

ح لماذا تكون العلاقة بين الدالّتين y = ax  و          = y  هي ذاتها العلاقة بين الدالّتين  و�ضِّ 	.a 	.3 
. y = a–x  و y = ax

	�أوجِد دالّتين �أ�سيّتين يتطابق تمثيلاهما البيانيّان مع ال�شكل �أدناه. .b

الن�شاط الثاني
التحويلات الهند�سيّة للدوالّ الأ�سيّة
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.b ا�ستعمل الحا�سبة البيانيّة للتحقّق من �إجابتك في الفرع 	.c
ا�ستخدم تقنية تمثيل بياني لتمثيل الدالّتين g (x) = 22x ، f (x) = 2x  بيانياً. 	.4

.  f (x) = 22x ، f (x) = 2x اكتب تعليقًا على العلاقة الهند�سيّة بين الدالّتين 	.a
ا على الم�ستوى الإحداثي نف�سه دون ا�ستعمال جداول القيم،  مثِّل الدالّتين f (x) = 10x  و g(x) = 102x بيانيًّ 	.b

ثمّ ا�ستعمل تقنية تمثيل بياني للتحقّق من �إجابتك.

ا�ستعمل تقنية تمثيل بياني لتمثيل الدوالّ f (x) = 2x  وg(x) = 2x-1  وh(x) = 2x+1  بيانياً. 	.5
اكتب تعليقًا على العلاقة الهند�سيّة بين هذه الدوالّ. 	.a

ا على الم�ستوى الإحداثي نف�سه، دون  مثِّل الدوالّ f (x) = 10x  و g(x) = 10x-1  و h(x) = 10x+1  بيانيًّ 	.b
ا�ستعمال جداول القيم، ثمّ ا�ستعمل تقنية تمثيل بياني للتحقّق من �إجابتك.

ا�ستق�صِ جميع الدوالّ الأ�سيّة على ال�صورة f (x) = abx+c + d ، ثمّ اكتب ا�ستنتاجاتك المتعلّقة بالتحويلات  	.6
الهند�سيّة التّي تنتج عن f (x) = ax  f (x) = abx+c + d لقيم مختلفة من a, b, c, d، ثمّ اكتب تقريرًا يلخّ�ص 

ا�ستنتاجاتك، و�أيّ �شروط �أخرى.
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افتُتح مطعم للوجبات ال�سريعة في منطقتك، ويحر�ص مدير المطعم على 
تو�صيل الوجبات �ساخنة �إلى الزبائن، لذا قرّر الا�ستر�شاد بر�أيك ب�صفتك خبيرًا 

في الريا�ضيّات لمعرفة الزمن الذي تحافظ فيه الوجبة على درجة حرارتها 
بعد �إعدادها.

�سوف ي�ستعمل عامل المطعم درّاجة ناريّة لتو�صيل الوجبات، وذلك ب�سرعة 
متو�سّطها 30km/h. ف�إذا كان الزمن اللازم لبقاء الوجبة �ساخنة معروفًا، 

ف�إنّ ب�إمكان الإدارة تحديد الأماكن التّي من الممكن �أن تو�صل �إليها الوجبات 
ال�سريعة �إلى الزبائن. لذلك؛ قامت الإدارة بعمل م�سحٍ �إح�صائيّ لزبائن المطعم، 

فتبيّن �أنّ درجة حرارة °48 هي �أقلّ درجة حرارة مقبولة للوجبة.
ا، قرّرتَ القيام بتجربة لإيجاد المعدّل الذي تبرد فيه الوجبة، ف�أخذتَ وجبةً بعد �إعدادها  وب�صفتك خبيرًا ريا�ضيًّ
مبا�شرةً وو�ضعتَها في �صندوق تو�صيل يحتوي ثقبًا؛ للتمكّن بو�ساطته من قيا�س درجة الحرارة، وقمت بقيا�س 

درجة الحرارة فور �إعداد الوجبة، ثمّ قيا�سها كلّ دقيقة، وعلى مدار ع�شر دقائق، فكانت النتائج كما هي مبيّنة في 
الجدول �أدناه:

على فر�ض �أنّك تركت الوجبة في �صندوق التو�صيل لفترة زمنية طويلة: 	.1
- كم تبلغ درجة الحرارة المتوقعة للوجبة بعد (i) 30 دقيقة،  (ii)�ساعتين، (iii) 24 �ساعة، على التوالي. 	

مثِّل الأزواج المرتبة الظاهرة في الجدول بيانياً، وار�سم منحنى �أف�ضل دالة خطية f (t) تمثّل هذه البيانات، ثمّ  	 .2
�أوجدْ الدالة .

ا�ستعمل الدالّة f (t) لح�ساب الزمن اللازم كي ت�صل درجة حرارة الوجبة �إلى °48 درجة. 	 .3

�سنختبر الآن منا�سبة هذا النموذج لو�صف البيانات: 	 .4
ا�ستعمل الدالّة f (t) لح�ساب درجة الحرارة بعد (i) 30 دقيقة،  (ii)�ساعتين، (iii) 24 �ساعة،على التوالي. ثمّ  	

قارن �إجاباتك بتلك الإجابة التيّ ح�صلت عليها في المهمة 1، ثمّ اكتب تعليقًا على خ�صائ�ص الدالّة f (t) التّي 
لا تجعلها �أف�ضل نموذج لو�صف درجة الحرارة.

ف البيانات المعطاة ثمّ ا�ستعمل برمجية حا�سوبية  ا�ستعمل طريقة جبرية لإيجاد دالّة تربيعيّة g (t) تَ�صِ 	 .5
للتحقق من �إجابتك. بيّن لماذا لا تكون الدالّة g (t) �أف�ضل نموذج لو�صف درجة الحرارة كما في )4(.

ا. ين�صّ قانون نيوتن للتبريد على �أنّ درجة حرارة الوجبة تتبع نموذجًا �أ�سيًّ 	 .6
ا�ستعمل معلوماتك حول الدوالّ الأ�سيّة لإيجاد النموذج الأ�سيّ h (t) ، ثمّ تحقّق من هذا النموذج با�ستعمال  	
توقّعاتك في الواجب الأوّل لح�ساب الزمن اللازم كي ت�صل درجة حرارة الوجبة �إلى °48 درجة، وبناءً على 

ذلك، جدْ ن�صف قطر المنطقة الدائريّة التّي يمكن �أن يخدمها المطعم.

الن�شاط الثالث
خدمة تو�صيل الوجبات

زمن الخدمة ب�سرعة
 30 km/h 

مطعم الوجبات 
ال�سريعة

012345678910الزمن )دقيقة(

(C°) 86.1284.2182.3680.5778.8377.1475.5073.9172.3670.8769.43درجة الحرارة
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ا. �ستتعامل في هذا الن�شاط مع ثلاث م�سائل تقليديّة تحتوي نموذجًا �أ�سيًّ
برج هانوي هو �إحدى الأحاجي التّي اقترحها الريا�ضيّ الفرن�سيّ  	 .1

لوكا�س عام 1883م، حيث افتر�ض وجود ثلاثة �أعمدة، يحتوي 
العمود الموجود على �أحد الطرفين 64 قر�صاً مرتّبة فوق بع�ضها 

ا، بحيث يكون كلّ قر�ص �أ�صغر من القر�ص الذي دونه؛  بع�ضً
لتكوّن �شكلًا هرمياً. المطلوب هو نقل هذه الأقرا�ص واحداً تلو 

الآخر �إلى عمود �آخر �شريطة �ألّا يو�ضع قر�ص فوق قر�ص �أ�صغر 
منه ، لنح�صل في النهاية على الترتيب نف�سه في عمود �آخر. 

تعتقد الأحجية �أنّه من الم�ستحيل �إنجاز هذه المهمّة؛ في �أي زمن 
مهما كان طويلًا.

يتعيّن عليك ا�ستق�صاء هذه الأحجية ب�إيجاد �أقلّ عدد من الحركات المطلوبة لإنجاز المهمّة لعدّة خيارات من  	
لت �إليها، وا�ستعملها  ل �إلى قاعدة لعدد هذه الحركات، ثمّ برهن �صحّة القاعدة التّي تو�صّ عدد الأقرا�ص. تو�صّ
لإيجاد عدد الحركات المطلوبة لنقل 64 قر�ص. ب�إمكانك �إيجاد الزمن اللازم لإنهاء العمليّة �إن قدّرت الزمن 

اللازم لنقل قر�ص واحد.

ا،  	�إذا طويتَ ورقةً من منت�صفها، ثمّ طويتَ القطعة الناتجة من منت�صفها �أي�ضً  .2
وكرّرت ذلك عدّة مرّات، ما عدد الطيّات الممكنة للورقة؟

لا	حظ �أنّ ذلك يعتمد على �سُمك الورقة، لذا؛ قُ�صّ الورقة بدلًا من طيّها. ثمّ ق�صّ 
الورقة من النّ�صف و�ضع جز�أيْ الورقة فوق بع�ضهما، وق�صّ الناتج من الن�صف، 

ثمّ �ضع الأجزاء الأربعة فوق بع�ضها، وهكذا. كم مرّةً ت�ستطيع ق�صّ الورق؟ كم 
�سي�صل ارتفاع قطع الورق؟ كم مرّةً �ستحتاج لق�ص الورقة كي ي�صبح ارتفاع 

الورق مماثلًا لارتفاع الغرفة؟ �أو مماثلًا لارتفاع البناية التّي ت�سكنها؟ �أو مماثلًا 
لارتفاع �أعلى بناية في العالم؟ �أو بُعد القمر؟ هل من الممكن فعل هذا؟ ف�سّر �إجابتك.

3. يُحكى �أنّ خادمًا قدّم خدمة عظيمةً لملِك �إحدى الدول الغنيّة، ف��سأل الملك الخادم عن المكاف�أة التّي يطلبها. 
ف�أجاب الخادم "�أريد حبّة �أرز مقابل �أوّل مربّع على لوح ال�شطرنج، وحبّتين مقابل المربّع الثاني، و�أربع حبّات 

مقابل المربّع الثالث، وهكذا �إلى �أن تنتهي جميع مربّعات اللوح". فابتهج الحاكم، معتقدًا �أنّها مهمّة �سهلة، 
لكنّ الحاكم لم ي�ستطع تحقيق طلب الخادم!

�أوّلًا، اح�سب عدد حبّات الأرز المطلوبة لإنجاز المهمّة. �سيكون الناتج عددًا كبيرًا 
ا، ولكن، كم �سيكون هذا العدد المتوقّع ؟ كم عدد �أكيا�س الأرز المطلوبة؟ وكم هو  جدًّ

كبير هذا العدد؟ كم وزن الأرز المطلوب؟ كيف �ستُنقل هذه الكميّة من الأرز؟ كم 
المدّة الزمنيّة التّي تحتاجها زراعة هذه الكميّة من الأرز؟

الن�شاط الرابع
مقادير كبيرة جدًّا
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الوحدة الثالثة
الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
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ي مهارتك في التعامل مع اللوغاريتمات. الأ�سئلة الأربعة الأولى هي تدريبات تُنمِّ
يجب �أن تمتلك ثقةً في فهم العلاقة بين الأ�س�س واللوغاريتمات، حيث 

loga b = c ⇔ ac = b 
قبل البدء، اكتب قوانين جمع اللوغاريتمات وطرحها و�ضربها وق�سمتها وقوانين الأ�س�س المُناظرة لها.

جدْ قيمة كلٍّ ممّا يلي: 	.1

log2 (log2 2
2)2 	.a

        .b

(log10 a
2 + log10 b

2) ÷ log10 ab 	.c

.log2 9 x log3 8 :جدْ قيمة 	.2

.loga x + loga x
2 + … + loga x

n = n(n + 1) loga √x   :ّأثبت �أن� 	.3

.log10 tan 1º + log10 tan 2° + … + log10 tan 89º :ب�سّط العبارة 	.4

اكت�شف يوهان كيبلر )1571م- 1630م( وهو عالم فلكيّ ريا�ضيّ، ثلاثة قوانين ت�صف حركة الكواكب، وكانت من 
الاكت�شافات المذهلة في علم الفلك. حيث كتب في قانونه الثالث:

)قم بزيارة الموقع                                                                                                                للإطلاع على مزيد من 
المعلومات (.

الن�شاط الأول
اللوغاريتمات

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
ا�ستك�شاف الدوال والعلاقات اللوغاريتمية. 	•

تطوير فهم عميق لخ�صائ�ص اللوغاريتمات.  	•

حول هذه الوحدة

المنظورات. وتت�ضمن  اللوغاريتمية من خلال عدد من  الدوال  و  اللوغاريتمات  با�ستك�شاف  �ستقوم  الوحدة  في هذه 
الوحدة مهاماً عملية ، ونهجاً جبرياً وعددياً.

تخيّلت في 8 �آذار من عام 1618 ..... واعتقدت في البداية �أنّني �أحلم، و�أنّ ا�ستنتاجاتي المذكورة في 
المقدّمة مجرّد افترا�ض. ولكنّني تحقّقت بما لا يدع مجالًا لل�شكّ من �أنّ الن�سبة بين زمنيْ دورتيْ �أيّ 

كوكبيْن حول ال�شم�س، ت�ساوي مرّة ون�صف المرّة من الن�سبة بين متو�سط بُعديْهما عن ال�شم�س.

10g aa
1

a a10g aa
1

a a

loga
a

a a
1

http://plus.maths.org/issue8/features/proof2/
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زحل الم�شتري المريخ الأر�ض الزهرة عطارد 
 d 0.3871 0.7233 1.000  1.524 5.203 9.539
 T 0.2408 0.6152 1.000 1.881 11.86 29.46

ماذا يعني ذلك؟
�سوف ت�ستق�صي هذا ال��سؤال با�ستعمال اللوغاريتمات. 

على فر�ض �أنّ ال�سنة الأر�ضيّة هي وحدة قيا�س الزمن، ومتو�سّط الم�سافة ) �أنظر الملاحظة �أ�سفل الجدول( بين 
الأر�ض وال�شم�س هي وحدة قيا�س الم�سافة. ويبيّن الجدول التالي متو�سّط الم�سافة )d( ، والزمن )T( الذي يتطلّبه 

 ملاحظة: تدور الكواكب حول ال�شم�س في مدارات بي�ضاويّة )كان ذلك هو قانون كيبلر الأول( لذلك تتغيّر الم�سافة بين الكوكب وال�شم�س. لذا؛ ف�إننا 
ن�أخذ متو�سّط الم�سافة.

حًا �أهمية �إيجاد لوغاريتم كلٍّ من المتغيّرين: 	�أكمل الجدول التالي، مو�ضّ

ا ب�صورة تقريبيّة على ورقة ر�سم لوغاريتميّ. مثّل هذه النقاط بيانيًّ 	.b
ناق�ش العلاقة التّي تظهر في التمثيل البيانيّ للعلاقة بين لوغاريتم زمن دورة الكوكب، ولوغارتم متو�سّط  	.c

حًا �صحّة هذه  ا �إيّاها دون ا�ستعمال اللوغاريتم، ومو�ضّ الم�سافة، ثمّ اكتب العلاقة ك�صيغة جبرية، مب�سطًّ
الخطوة. 

       بيّن كيف تف�سّر هذه العلاقة اكت�شافات كيبلر.
اكتب العلاقة، وتو�ضيحاتك بطريقة مفهومة للقارئ. 	

زحل الم�شتري المريخ الأر�ض الزهرة عطارد

log10d 

log10T 

دوران كلّ من الكواكب ال�ستة الأولىحول ال�شم�س .

.a.5

28
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الن�شاط الثاني
 اللوغاريتمات وقوانين الم�سطرة المتحركة

قبل ظهور الآلات الحا�سبة، كانت جداول اللوغاريتمات والم�ساطر المتحركة )slide rules( �شائعة الا�ستخدام للقيام 
بعمليات ال�ضرب والق�سمة والعديد من العمليات الح�سابية الأخرى. بالرغم من �أن الآلات الحا�سبة و�أجهزة الحا�سب 
�أنه من المفيد تعلم كيفية عمل الطرائق الح�سابية التي ا�ستخدمت  �إلا  �أ�سهل بكثير،  الآلي جعلت العمليات الح�سابية 

�سابقاٌ. هذا الن�شاط �سيبحث في القوانين الريا�ضية المتعلقة با�ستخدام جداول اللوغاريتمات والم�ساطر المتحركة.
عندما تُ�ستخدم اللوغاريتمات في الح�سابات، ف�إنها ت�ستبدل ال�ضرب والق�سمة بالجمع والطرح. الأمثلة الموجودة     	.1

      �أدناه تبين كيف يتم ذلك.
      ال�ضرب:  32 × 1.8

      نقوم ب�إيجاد اللوغاريتم لكل من الأعداد الم�ضروبة. )�ستقوم بعمل ذلك با�ستخدام �آلة حا�سبة ولكن قبل وجود 
      الآلات الحا�سبة، كان يتم ا�ستخدام كتب مطبوعة تحتوي على جداول اللوغاريتمات(. �سن�ستخدم اللوغاريتم 

      للا�سا�س 10.
اللوغاريتم       العدد        	

1.505                	32      
0.255                 1.8      

      الآن اجمع قيمة اللوغاريتم:  1.760 = 1.505 + 0.255 .
       �أخيراً، �أوجد قيمة                                     مقرباً �إلى منزلة ع�شرية واحدة

      للتحقق من الإجابة، قم ب�إجراء عملية ال�ضرب مبا�شرة:  57.6 = 32 × 1.8
      الق�سمة:  17.6÷491

      قم ب�إيجاد اللوغاريتم لكل من العددين كما فعلنا في ال�سابق، ولكن اطرح بدلًا من الجمع.
      العدد	                    اللوغاريتم

2.691      	     491     
1.246      	         17.6      

      ثم نح�سب  1.445 = 1.246 − 2.691  و من ثم 27.9 = 101.445
      ب�إجراء الق�سمة مبا�شرة 27.9 = 17.6 ÷ 491 مقرباً �إلى منزلة ع�شرية واحدة.

       الآن قم ب�إجراء العمليات الح�سابية التالية با�ستخدام اللوغاريتمات. اكتب قيم اللوغاريتمات مقربة �إلى 3 منازل   
      ع�شرية واكتب النتائج النهائية مقربة �إلى منزلة ع�شرية واحدة.

      بين خطواتك كما في الأعلى.
48 × 6.7 	.a      

38.9 × 104.6 	.b      
663 ÷ 29.2 	.c      
1087 ÷ 345 	.d      
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الأعداد محددة على الم�سطرة كما يلي: العدد 1 على النهاية الي�سرى من الم�سطرة، وكل عدد n  بعد ذلك يتم و�ضعه على 
log10 n  يمين العدد 1 بحيث تكون الم�سافة من م�ضاعفات العدد

.  

في ال��سؤال التالي �ستقوم بعمل م�سطرة متحركة ب�سيطة بنف�سك. 	.2
ار�سم م�ستطيل طوله 22cm وعر�ضه 6cm على قطعة ورقية. ار�سم م�ستقيماً في منت�صف الم�ستطيل   	.a      

               وبموازاة الطول كما هو مبين �أعلاه.
اكتب العدد 1 على الجهة الي�سرى من الم�سطرة على بعد 1cm من النهاية �أعلى الم�ستقيم و�أ�سفله كما في     	.b      

              ال�شكل .
اكتب كلًا من الأعداد 2, 3, 4,…, 10 على بعد  log10 n cm 20   على يمين العدد 1. 	.c      

الآن ق�ص الورقة على امتداد الم�ستقيم الذي ر�سمته في المنت�صف. 	.d      

 �ست�ستخدم م�سطرتك المتحركة لإجراء بع�ض العمليات الح�سابية.

بداية �سن�ضرب 3 × 2 . 	.3
حرك الم�سطرة بحيث يكون العدد 1 على الم�سطرة العلوية فوق العدد 3  على الم�سطرة ال�سفلية. 	.a       

الآن انظر �إلى العدد 2 على الم�سطرة العلوية و�ستجد ناتج ال�ضرب 6 على الم�سطرة ال�سفلية مقابلًا للعدد 2 على  	.b      
               الم�سطرة العلوية.

ا�شرح كيف ح�صل ذلك. 	.c      

الآن �سن�ضرب 3 × 8 . 	.4
      a. حاول �إجراء ال�ضرب با�ستخدام نف�س الطريقة المبينة في ال��سؤال 3. ماذا حدث؟

     b. لمعالجة الأمر حيث كانت الإجابة خارج حدود الم�سطرة، قم بو�ضع العدد 10 فوق العدد الأول )3( بدلًا من 1.  
         عند ذلك �ستجد الإجابة على الم�سطرة ال�سفلية تحت العدد الثاني وهو 8. لاحظ ان عليك تعديل قيمة العدد. �سترى   

          العدد 2.4 على الم�سطرة ال�سفلية لكن الإجابة ال�صحيحة في هذه الحالة هي 24.
      c. ا�شرح كيف ح�صل ذلك.

الح�سابية  العمليات  ب�إجراء  للقيام  اليد  متناول  في  منا�سبة  طريقة  لإيجاد  المتحركة  الم�سطرة  طريقة  تطوير  تم 
با�ستخدام اللوغاريتمات. طريقة الم�سطرة المتحركة  تتكون من مقيا�سين )م�سطرتين( متحركين للوغاريتم كما هو 

مبين في الر�سم �أدناه )مقيا�س الر�سم غير حقيقي(.
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الآن �سن�ستخدم م�سطرتك لق�سمة 2 ÷ 32  . 	.5
�ضع العدد 2 من الم�سطرة العلوية فوق العدد 3.2 من الم�سطرة ال�سفلية. 	.a       

الآن انظر �إلى العدد 1 على الم�سطرة العلوية و�ستجد الناتج 1.6 تحته على الم�سطرة ال�سفلية. )�إذا كان العدد  	.b       
             1 خارج حدود الم�سطرة ا�ستخدم 10 بدلًا من 1 وتذكر دائماً تعديل قيمة العدد ب�شكل منا�سب(.

ا�شرح كيف ح�صل ذلك. 	.c       

الآن �سن�ستخدم م�سطرة متحركة �أدق بقليل من ال�سابقة لإجراء بع�ض العمليات الح�سابية ب�شكل �أدق. 	.6

قم بن�سخ �صورة وا�ضحة للم�سطرة وق�صها من المنت�صف. 	.a
�آلة حا�سبة وبين مدى دقة الم�سطرة  b. قم ب�إجراء العمليات الح�سابية التالية. تحقق من �إجاباتك با�ستخدام 

     المتحركة.
35 × 26 	.)i(       

410 × 67.3 	.)ii(     
35.4 ÷ 1.82 	.)iii(   

52 ÷ 7.8 	 .)iv(   
a.   خذ �أحد جز�أي الم�سطرة التي عملتها في البداية وق�ص الطرف بحيث يكون العدد 1 على الحافة الي�سرى     	.7

              تماماً من الم�سطرة.

     b. اثنِ الم�سطرة بحيث تكون حافة الم�سطرة الي�سرى عند العدد 4.

                
     c.ارجع الم�سطرة كما كانت. ما هو العدد الموجود عند حافة الثني.

.d d .  �أعد تكرار هذه العملية و�ضع حافة الم�سطرة الي�سرى عند �أعداد مختلفة و�سجل العدد الموجود عند حافة      
                 الثني في كل مرة.

.   �صف وا�شرح النتائج التي ح�صلت عليها. 	e  e
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ln ( + 1) = −
2

2
+

3

3
−

4

4
+ ...

�إنتاج جداول اللوغاريتمات قبل وجود الآلات الحا�سبة و�أجهزة الحا�سب الآلي؟ �أحد الطرائق هي     كيف تم  	.8
      ا�ستخدام مت�سل�سلة مثل هذه والتي ت�صلح لقيم  x الموجودة في                             :

.e = 2.718  ... هذه المت�سل�سلة تح�سب اللوغاريتم الطبيعي للأ�سا�س
. ln1.5 آلة حا�سبة لإيجاد� ا�ستخدم  	.a

بتعوي�ض  x = 0.5 في المت�سل�سلة �أعلاه �أوجد عدد الحدود التي نحتاج جمعها لح�ساب  اللوغاريتم الطبيعي للعدد  	.b
1.5 �صحيحاً لثلاث منازل ع�شرية.
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الن�شاط الثالث
قانون بنفورد

في حياتنا العملية، العديد من مجموعات البيانات الرقمية التي تظهر خا�صية مثيرة للف�ضول: الأرقام الموجودة في 
المنزلة الأولى لكل من الأعداد غير موزعة ب�شكل مت�ساوي. في هذا الن�شاط �سنبحث في هذه الظاهرة.

�إلكترونياً تم ا�ستخدامه لدرا�سة الرقم الأول من كل عدد في مجموعة من    يظهر ال�شكل البياني �أدناه جدولًا  	.1
      البيانات التي تبين �إجمالي الإنتاج المحلي المتوقع لـِ 185 دولة )الأعداد المبينة هي بـِ مليارات الدولارات   

      الأمريكية(.
       اتبع التعليمات �أدناه لعمل ن�سخة م�شابهة للجدول الإلكتروني التالي با�ستعمال مجموعة بيانات تجدها في الموقع 

      التالي: 
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_future_GDP_(PPP)_estimates

)Excel( افتح �صفحة جديدة في برنامج الجداول الإلكترونية .a
b. افتح الموقع الالكتروني البين �أعلاه وان�سخ الأعمدة التي تحتوي على ا�سم الدولة و�إجمالي الإنتاج المحلي المتوقع 

      من العام 2011 �إلى العام 2016  فقط و�أل�صقها في الجدول الإلكتروني.
ا�ستخدم دالة)LEFT( في الأعمدة من I �إلى N لإيجاد الرقم الأول من البيانات الموجودة. 	.c

�إلى Y ا�ستخدم دالة )COUNTIF( لإيجاد عدد مرات تكرار الرقم الأول      P في الجدول المبين �أعلى الأعمدة 	.d
      في بيانات كل �سنة.

ا�ستخدم دالة )AVERAGE( لإ�ضافة متو�سط عدد مرات تكرار كل عدد �إلى الجدول. 	.e
	�أ�ضف تمثيلات بيانية تبين المتو�سط الح�سابي لتكرار كل رقم.  .f
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123456789الرقم الأول

 0.277الاحتمال

123456789الرقم الأول

 0.301الاحتمال

( ) = log10( + 1) − log10( ) = log10 1 + 1( )

با�ستخدام المتو�سط الح�سابي للتكرار ف�إن احتمال وجود العدد 1 في المنزلة الأولى لقيمة الإنتاج المتوقعة     	.2
      لدولة اختيرت ع�شوائياً هو  0.305 = 167 ÷ 51

      قم بن�سخ و�إكمال الجدول الموجود �أدناه لتبين احتمال وجود العدد في المنزلة الأولى من الي�سار.

يمكن عر�ض قانون بنفورد كما يلي: 	.3
     احتمال وجود العدد d في المنزلة الأولى من الي�سار هو:

قم بن�سخ و�إكمال الجدول �أدناه لتبين احتمال وجود العدد في المنزلة الأولى من الي�سار. 	.a    

�إلكترونياً لإنتاج عدد ع�شوائي بين 0 و 1. �آلة حا�سبة �أو جدولًا  ا�ستخدم  	.a
	�أوجد موقع العدد الع�شوائي الذي اخترته على الجزء ال�سفلي من الم�سطرة. .b

اقر�أ العدد المقابل على الجزء العلوي من الم�سطرة اللوغاريتمية. هذه هي القيمة الأولى من المجموعة. 	.c
�إلى c. حتى ت�سجل 50 عدداً.  .a أعد الخطوات�	 .d

الآن قم بدرا�سة الرقم الأول في مجموعة البيانات التي �أنتجتها. علق على النتائج التي تح�صل عليها. 	.e

بمقارنة �إجاباتك في الفقرة a مع النتائج التي ح�صلت عليها في ال��سؤالين 1, 2, و�ضح مدى قرب النتائج التي     	.b    
      حللتها �إلى الآن من قانون بنفورد.

تحت ظروف معينة، ب�إمكان قانون بنفورد ك�شف بيانات مزورة. اتبع الخطوات التالية لترى كيف يمكن فعل   	.4
      ذلك.

     a . �سنقوم باختلاق مجموعة من البيانات الغير حقيقية بطريقة م�شابهة للبيانات في المهمة الأولى لـِ 50 دولة. 
.= RANDBETWEEN(0 ,15000 (  جديد و�أدخل الدالة)Excel( قم بفتح ملف جداول الكترونية           

     b. ان�سخ هذه الدالة لـِ 50 �سطر.
الآن قم بتحليل توزيع الرقم الأول في هذه المجموعة من البيانات الم�صطنعة. علق على نتائجك. 	.c     

التجربة التالية تمكننا من ا�صطناع بيانات تتما�شى مع قانون بنفورد. �سوف تحتاج �إلى م�سطرة لوغاريتمية    	.5
      كما هو مبين في ال�شكل �أدناه.
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�إذا تغيرت وحدة  �أنه  البينات التي تتبع قانون بنفورد تبين عدم الاعتماد على المقيا�س الم�ستخدم. هذا يعني  	.6
      القيا�س ف�إن توزيع الرقم الأول يبقى م�شابهاً.

بين �أن توزيع الرقم الأول للبيانات في المهمة 1 �ستكون م�شابهة في حال كانت العملة بالريال ال�سعودي. 	.a     
عدل الجدول الإلكتروني في المهمة 3 على النحو الآتي: 	.b    

�أ�ضف عموداً ت�ضع فيه �ضعف القيم الع�شوائية الأ�صلية. 	•         
ادر�س الرقم الأول في مجموعة الأعداد الجديدة. 	•         

       علق على توزيع الأعداد في مجموعة البيانات الأ�صلية وبعد التعديل.
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ي�ستعمل مقيا�س مقدار ال�شدة )Moment Magnitude Scale( لقيا�س مقدار �شدة الزلازل.
مقدار ال�شدة        لزلزال هو مقيا�س لي�س متجهي يتم ح�سابه با�ستخدام ال�صيغة التالية:

 

حيث  Mo  هو العزم الزلزالي مقي�ساً بوحدة الداين �سنتيميتر 
و تُح�سب قيمة العزم الزلزالي نف�سها با�ستخدام ال�صيغة:

 
حيث:

  µ تمثل معامل الق�ص وهو مقيا�س لمقدار القوة اللازمة ل�صدع ال�صخور المت�أثرة بالزلزال    	•
        ووحدة قيا�سها هي dynes/cm2. في هذا الن�شاط �سن�ستخدم القيمة                            .

.cm2  هي م�ساحة ال�صدع الحقيقي في ال�صخور مقي�سة بوحدة A 	•
D هي متو�سط الإزاحة في ال�صخور على امتداد ال�صدع. 	•

يبين الر�سم �أدناه هذه القيا�سات وعلاقتها بال�صخور قبل وبعد الزلزال.

اح�سب Mw لزلزال بحيث: 	.1

.                    A = 1014 cm2 مع D ِبا�ستخدام قيم مختلفة لـ  Mw  ان�سخ و�أكمل الجدول التالي لتبين قيم 	.2
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الن�شاط الرابع
المقايي�س اللوغاريتمية

(1 dyne-centimetre = 10 -7Newton millimiter.)

A الم�ساحة

D = 2 cm                            
	 A = 1014 cm2     

D (cm) 10 20 30 40 50

Mw  

Mo
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1 5 10 50 100 500 1000

Mw  

Mo ( x 1025 dyn cm)

Mw 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Mo ( x 1025 dyn cm)

عندما نتعامل مع زلزال كبير ف�إنه من المنا�سب قيا�س العزم الزلزالي  Mo بم�ضاعفات                      1025. 	.3
. Mo ِبا�ستخدام قيم مختلفة لـ Mw  ان�سخ و�أكمل الجدول الآتي لتبين قيم .a      

      b. مثِّل نتائجك بيانياً وا�ضعاً  Mo  على المحور الأفقي و  Mw على المحور الر�أ�سي.
زلزال كبير جداً وقع في اليابان في مار�س من عام 2011 م وكان قيا�سه 9.0 على مقيا�س مقدار ال�شدة. �أوجد    	.4

       قيمة العزم الزلزالي لهذا الزلزال.
a.  ان�سخ و�أكمل الجدول التالي لتبين كيف تتغير قيم العزم الزلزالي لزلازل بمقادير �شدة مختلفة. )�أ�شد زلزال     	.5

            م�سجل �إلى الآن هو زلزال مقدار �شدته 9.5 وقع في ت�شيلي عام  1960 م(.

      b. مثِّل نتائجك بيانياً.
      c. الآن �أعد التمثيل البياني بمقيا�س لوغاريتمي لـِ µ . و�ضح ال�سبب في �أن قراءة هذا التمثيل البياني �أ�سهل.

"زلزال �شدته 8.0 �سيكون تدميره �ضعف تدمير زلزال �شدته 4.0". هل توافق على هذه الجملة؟ و�ضح �إجابتك. 	.6
�إلى 9.0. اح�سب   8.9 قبل تعديله ورفعه  في البداية ، تم تقدير الزلزال الذي وقع في اليابان عام 2011 م بـِ  	.7

      الن�سبة المئوية للفرق في العزم الزلزالي.
يغطي مقيا�س لوغاريتمي مثل Mw مدىً وا�سعاً من قيم ال�شدة. 	.8

      a. ما الن�سبة بين العزم الزلزالي µ لزلزالين �شدتيهما 1 و 9؟
      b. و�ضح لماذا من المهم �أن يغطي المقيا�س مدىً وا�سعاً من قيم �شدة الزلازل.

تُ�ستخدم المقايي�س اللوغاريتمية في عدد من الحالات. على �سبيل المثال: 	.9
مقيا�س دي�سيبل )decibel scale( والذي يُ�ستخدم لقيا�س علو الأ�صوات؛ 	•     

مقيا�س مقدار �ستيلر )stellar magnitude scale( والذي يُ�ستخدم لقيا�س لمعان النجوم؛ 	•     
.)pH scale( مقيا�س الحمو�ضة والقاعدية 	•     

نة فيه.       ابحث في �أحد هذه المقايي�س وو�ضح المبادئ الريا�ضية المت�ضمَّ

dyn-cm
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الوحدة الرابعة
المتطابقات والمعادلات المثلثية
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الن�شاط الأول
المتطابقات المثلثّيّة

تنّ�صّ نظريّة ديمواڤر على �أنّ:
 (cosθ + isinθ)n = cosnθ + isinnθ 

،z = cosθ + isinθ = eiθ وذلك لأنّه؛ �إذا كان
(cosθ + isinθ)n  = (eiθ)n = einθ= cos nθ + isin nθ ّف�إن

وبا�ستعمال نظريّة ديمواڤر، وتطبيق نظرية ذات الحدّين لإيجاد المفكوك يمكننا �إثبات المتطابقات المثلّثيّة 
الم�شهورة، و�إعادة �صياغة المتطابقات الأقلّ �شهرة �أو تكييفها.

�ضع n = 2 في نظريّة ديمواڤر، ثمّ فكّ الأقوا�س با�ستعمال نظريّة ذات الحدّين. و�أثبت بم�ساواة الجزء الحقيقيّ  	.1
مع الجزء الحقيقيّ، والجزء التخيليّ مع الجزء التخيليّ �أنّ:
  cos 2θ = (cosθ)2 – (sinθ)2   ,  sin 2θ = 2 sinθ cosθ 	

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
ا�ستك�شاف المتطابقات المثلثية. 	•

تطوير فهم عميق لخ�صائ�ص الدوال المثلثية. 	•

حول هذه الوحدة

في هذه الوحدة �ستقوم با�ستك�شاف الدوال المثلثية با�ستخدام طرق جبرية وبرمجيات حا�سوبية وتمثيلات بيانية. 
الروابط بين التمثيل الهند�سي وا�ستخدامات الدوال المثلثية والقاعدة التي تقوم عليها تمثيلاتها الجبرية مهمة وقوية. 

والأن�شطة في هذه الوحدة تمكنك من ا�ستك�شاف بع�ض من تلك الروابط.

 =zn
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�ضع n = 3 في نظريّة ديمواڤر، ثمّ فكّ الأقوا�س با�ستعمال نظريّة ذات الحدّين. و�أثبت بم�ساواة الجزء  	 .a 	.2
الحقيقيّ مع الجزء الحقيقيّ، والجزء التخيليّ مع الجزء التخيليّ �أنّ:

cos 3θ = 4(cosθ)3 – 3 cosθ 	
ا�شتق عبارة مكافئة للن�سبة sin3θ بدلالة sinθ فقط. 	 .b

ا�ستعمل نظريّة ديمواڤر، عندما n = 4 لإيجاد عبارة تكافئ cos4θ، بدلالة cosθ فقط. 	 .a 	.3

هل من الممكن �إيجاد عبارة تكافئ sin4θ بدلالة sinθ فقط؟ 	 .b

ابحث عن قيم �أخرى �صحيحة للعدد n، مثل القيم ال�سابقة، لإجابة ال��سؤال التالي: 	 .a 	.4
- ما قيم n ال�صحيحة التّي يمكن ا�ستعمالها للح�صول على عبارة تكافئ cos nθ، بدلالة cosθ فقط؟ 	

ما قيم n ال�صحيحة التّي يمكن ا�ستعمالها للح�صول على عبارة تكافئ sin nθ، بدلالة sinθ فقط؟ 	 .b
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دائرة تدور في  بتتبع نقطة على محيط  ين�ش�أ  الهيبو�سيكلويد هو منحنى 
داخل دائرة �أكبر. في هذا الن�شاط �سوف تبني هيبو�سيكلويدات وت�ستك�شف 
 AP=5 خ�صائ�صها. في ال�شكل المجاور، ن�صف قطر الدائرة الداخلية هو
ون�صف قطر الدائرة الخارجية هو 8 وحدات. يت�شكل الهيبو�سيكلويد بتتبع 
حركة النقطة P  عند دوران الدائرة الداخلية داخل الدائرة الكبيرة. ب�شكل 

 a>b بحيث �أن b و a عام ف�إن قطرا  الدائرتين هما
 �إتبع هذه التعليمات لر�سم هيبو�سيكلويد با�ستخدام جيوجبرا.

1. �إفتح �صفحة جديدة في برنامج جيوجبرا. قيا�سات الزوايا لتكون     
      بالتقدير الدائري )الراديان( من قائمة الخيارات.

�أ�ضف محرك �إنزلاق. احتفظ بالت�سمية التلقائية a، ولكن غيّر     	•       
              المدى من 0 �إلى 10  بمقدار تزايد 0.1.محرك الإنزلاق هذا 

              �سيتحكم في ن�صف قطر الدائرة الكبيرة.
�أ�ضف محرك �إنزلاق �آخر. احتفظ بالت�سمية b، ولكن غيّر المدى من 0 �إلى 10 كما في ال�سابق. �سيتحكم محرك    	•       

              الإنزلاق هذا في ن�صف قطر الدائرة الداخلية.
�أ�ضف محرك �إنزلاق ثالث كي يتحكم في زاوية دوران الدائرة الداخلية. على الرغم من �أننا �سن�ستخدمه كزاوية،     	•       

              ا�ضبط محرك الإنزلاق ليظهر الرقم من 0 �إلى 60 بمقدار تزايد 0.01 وب�سرعة 0.4 )في �إعدادات الر�سوم    
. α المتحركة(. )تحتاج �إلى تعديل هذه الإعدادات لاحقاً(. �سمي هذا المحرك              

2.  ار�سم الآن الدائرة الخارجية. �سوف نقوم بذلك با�ستخدام �أمر موجود في منطقة الإدخال، عو�ضاً عن �أدوات     
      الر�سم.  �أدخل ال�صيغة التالية: [a ,(0,0)]. ت�أكد من �أن محرك الإنزلاق a يتحكم في مقا�س الدائرة.

3. �سوف نر�سم الآن النقطة P ذات المعادلات الو�سيطية :  

          

	•
                                   y_t =(a-b)*sin(α)-b*sin((a-b)/b*α)  الآن �أدخل المعادلة 	•

                                                   P=(x_t,y_t)  أخيراً، �أدخل ال�صيغة� 	•

= ( − ) cos + cos
−

= ( − ) sin − sin
−

( )
( )

الن�شاط الثاني
)Hypocycloids( الهيبو�سيكلويد  

�إدخل المعادلة x_t = (a-b)*cos(α)+b*cos((a-b)/b*α)    في منطقة الإدخال.
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.)Move( للت�أكد من �أنك في �صيغة الحركة ) Esc( 4. �سوف نر�سم الآن الدائرة الداخلية،  ا�ضغط على زر الخروج  
اجعل قيمة محرك الإنزلاق a  ت�ساوي 5 وقيمة محرك الإنزلاق  b  ت�ساوي 2. 	•       

Circle[((a-b)*cos(a), (a-b)*sin(a)), b]   :أدخل ال�صيغة� 	•       
�أدخل ال�صيغة:                             )ربما �ستحتاج �إلى تغيير �إ�سم الدائرة �إذا كانت م�سمّاة ب�إ�سم مختلف في ر�سمك  	•       

               البياني(.
)Object Properties( ا�ضغط بالزر الأيمن على الدائرة، ثم ا�ضغط على خ�صائ�ص المو�ضوع 	•       

.)Filling) 50 ثم اختر ال�سمك )Style( اختر �شريط النمط               
P اختر �أداة القطعة الم�ستقيمة، وار�سم قطعة م�ستقيمة ت�صل بين مركز الدائرة والنقطة 	•       

              )ثم ا�ضغط زر الخروج(.
�إذا كان الإعداد جيداً ف�سيت�شكل لديك ال�شكل المطلوب.  .5

�أظهر منطقة التمثيلات البيانية  )Graphic View( با�ستعمال قائمة الخيارات. 	•       
.)Trace on ( ًوفعّل ً�إظهار الآثار P ا�ضغط بالزر الأيمن على النقطة 	•       

.)Animation( وفعّل الر�سوم المتحركة α ا�ضغط بالزر الأيمن على محرك الإنزلاق 	•       
              يجب �أن يظهر ال�شكل الذي قمت بعمله و�سيكون م�شابهاً لل�شكل التالي: 

6. تحقق من �أن �أنماط الهيبو�سيكلويد التي ت�شكلت لقيم مختلفة من a و b. تحديداً، �صف الأنماط المت�شكلة من 
     الن�سبة الب�سيطة a:b. المثال �أعلاه يمثل الن�سبة a:b = 5:2. ماذا يمكن �أن يحدث لن�سب �أخرى مختلفة؟

     لاحظ �أنك ربما �ستحتاج �إلى تعديل �إعدادات محرك الانزلاق  )Slider Object( للت�أكد من ت�شكيل نمط كامل، 
     وب�سرعة منا�سبة.

 Centre[c]
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7. في كل الأمثلة التي ر�سمتها حتى الآن، ف�إن النقطة P على محيط الدائرة ال�صغيرة تم تتبعها لإنتاج هيبو�سيكلويد.   
     �إذا تتبعنا بدلًا عن ذلك موقع نقطة �أخرى، في مكان ما على ن�صف القطر AP، ف�إن نمط �آخر ي�سمى هيبوتروكويد   

     )Hypotrochoid ( �سوف يت�شكل. )الهيبو�سيكلويد هو حالة خا�صة من الهيبوتروكويد(. هذه الأنماط تنتج   
     �أ�شكالًا جميلة وهي �أ�سا�س ريا�ضي لألعاب معروفة:

        لر�سم هيبوتروكويد:
اخف الدائرة الداخلية عن طريق ال�ضغط على الزر الأيمن واختيار �إظهار العن�صر )Show Object( )هذا  	•       

               �سي�سهل من اختيار القطعة الم�ستقيمة AP  في الخطوة التالية(.
.AP لإ�ضافة نقطة على ن�صف القطر )Point( ا�ستخدم �أداة النقطة 	•       

اجعل الدائرة الداخلية ظاهرة مرة �أخرى )ا�ضغط بالزر الأيمن على معادلة الدائرة في قائمة الجبر ثم اختر  	•       
.)Show Object( إظهار العن�صر�               

قم ب�إلغاء اختيار �إظهار الآثار )Trace on( للنقطة P ثم فعّله للنقطة الجديدة. الآن جرّب التعامل مع  	•       
               هيبوتروكويد. 

               تذّكر �أنك �ستحتاج �إلى �ضبط �سرعة ومقدار زيادة محرك الإنزلاق للت�أكد من ح�صولك على منحنى مت�صل  
              وان�سيابي.

8. عندما تت�أكد �أنك قد �أتقنت الطرائق الم�ستخدمة هنا، فهنالك العديد من التو�سعات التي يمكن �أن ت�ستك�شفها. ومنها 
     على �سبيل المثال :

      هل يمكنك �إنتاج نمط من هذا النوع؟
9. جميع الأنماط التي �شكلت �إلى الآن نتجت عن دوران دائرة �صغيرة داخل دائرة كبيرة. �إذا دورنا  الدائرة ال�صغيرة    

     حول الدائرة الكبيرة من الخارج فيمكننا ر�سم �شكل ي�سمى ايبي�سيكلويد )Epicycloid( )والذي  هو نوع خا�ص 
.)Epitrochoid( من ايبيتروكويد     

     اعمل �إن�شاءً جديداً لر�سم ايبي�سكلويد و ايبيتروكويد.
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مت�سل�سلة القوى هي مت�سل�سلة لا نهائية من الحدود التي تحتوي على �أ�س�س متزايدة لمتغيّر.
�إذا كان بالإمكان كتابة الدالة على �شكل مت�سل�سلة قوى، ف�إن:

      
 لكتابة الدالة على �شكل مت�سل�سلة قوى، ف�إننا نحتاج �إلى �إيجاد القيم ال�صحيحة للمعاملات  

�سوف نقوم في هذا الن�شاط با�ستخدام طريقة تجريبية لإيجاد قيم تقريبية للمعاملات في مت�سل�سلة القوى  للدالتين
.cos x  و  sin x

�سوف نبد�أ بالدالة cos x، ثم نجد تقريبات متتالية لمت�سل�سلة القوى. ن�ستطيع �إيجاد قيمة a0  مبا�شرةً.
a.1. ما قيمة cos x عندما x=0؟
    b. ما قيمة  a1 x  عندما x=0؟   

    c. ما قيمة  a0 ؟ برر �إجابتك.
 :cos x ِللدلالة على �أول تقريب �أوجدناه لمت�سل�سلة القوى لـ  C1(x) سوف ن�ستخدم الرمز�

�سوف ننظر الآن في مدى دقة هذا التقريب.

a .2. �إفتح ملفاً جديداً في جيوجبرا.
     b. من قائمة الخيارات )Options( ا�ستخدم الخيار متقدم )Advanced( ، واختر منه تغيير وحدة الزاوية 

          )Angle unit ( لكي تكون بالتقدير الدائري.
     c. اختر منطقة التمثيلات البيانية )Graphic View( من قائمة الخيارات، ثم ا�ضبط القيم ال�صغرى والعظمى 

          للمتغيرين x و y  لتكون من 2- �إلى 2.
     d. �أدخل المعادلة y=cos x في منطقة الإدخال )Input( والموجودة �أ�سفل ال�شا�شة.

.)Object Properties( واختر خ�صائ�ص المو�ضوع y=cos x ا�ضغط بالزر الأيمن على منحنى .e     
          اختر الآن �أمر النمط )Style(، ثم غيّر �سماكة الخط �إلى قيمة �أكبر قليلًا من 3 نقاط.

           اختر الآن �أمر اللون )colour( و�أعط الر�سم لوناً مميزاً  مثل اللون الأحمر مثلًا.
     f. �أدخل الآن �أمر  المعادلة y=1 في منطقة الإدخال. �سوف يقوم جيوجبرا تلقائياً بت�سمية هذا الم�ستقيم .

         ا�ضغط بالزر الأيمن على الم�ستقيم )�أو على معادلته في منطقة الجبر )Algebra View( على ي�سار النافذة(    
.C1 لتغيير الت�سمية �إلى )Rename( وا�ستخدم �إعادة الت�سمية         

C1(x) = 1	 [2]

                            	 [1]
a0, a1, a2,

الن�شاط الثالث
مت�سل�سلات القوى للدوال المثلثية
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وينبغي �أن يبدو م�ستندك Geogebra الآن مثل هذا:

با�ستطاعتك م�شاهدة �أنه عند اختيار القيم ال�صغيرة قريبة من x=0، ف�إن التقريب  C1 �سوف يعطي �إجابات منطقية 
�سوف نحاول الآن تو�سيع هذا النطاق من القيم ب�إ�ضافة حدود �أخرى على المت�سل�سلة.

  a . 3 . �أ�ضف محرك انزلاق )Slider Object( �إلى ملف جيوجبرا الذي �أن�ش�أته. ا�ضبط القيم ال�صغرى والعظمى  
.a1 لتكون من 5- �إلى 5 ، �أعد ت�سميته              

       b . �أدخل المعادلة  y = 1 + a1*x    في منطقة الإدخال و�سمِّ هذه المعادلة الجديدة C2. )ا�ضغط زر
.))Esc( الخروج             

 a1 هل ت�ستطيع �إيجاد قيمة .a1 لتعديل قيمة المعامل )Slider Object( ا�ستخدم الآن محرك الإنزلاق . c       
            التي تجعل التقريب C2 �صحيحاً على نطاق �أو�سع من القيم الناتجة عند التقريب C1؟ برر �إجابتك.

   4 . �إن اف�ضل قيمة للمقدار a1 هي ال�صفر. ب�صورة اخرى ف�إن �إ�ضافة حد خطي )غير �صفري( �إلى  تقريب cos x لن  
        يجعله �أف�ضل. وهذا �صحيح لكل القوى الفردية مثل                    وهكذا. و�ضح لماذا.

   5. �إجري الآن التغييرات التالية على ملفك:
.))Delete( ا�ضغط بالزر الأيمن على كل منهما، واختر م�سح( C2 والم�ستقيم a1 ام�سح محرك الانزلاق . a            

ه a2، تاكد ان مجاله من  5- �إلى 5.            b . �أ�ضف محرك انزلاق جديد و�سمِّ
           c . �أدخل المعادلة y = 1 + a2*x^2  في منطقة الإدخال.

           d . �أعد ت�سمية الر�سم C2، وغيّر لونه �إلى لون مميز.
           e . عدّل الآن محرك الانزلاق a2، و�أوجد �أف�ضل قيمة تو�سع مجال قيم x والتي يكون التقريب �صحيحاً عندها.

x, x3, x5
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x4 أ�ضف محرك انزلاق جديد �إلى ملفك، وا�ستك�شف �أف�ضل قيمة لمعامل الحد�
�إر�شاد: معامل x4 وجميع معاملات القوى الزوجية �صغيرة. �ستجد انه من الأ�سهل �أن ت�ستك�شف �سلوك التمثيل البياني 

�إذا ا�ستخدمت محركات انزلاق تبين مقلوبات المعاملات.
�إلى 50. ا�ستخدم محرك انزلاق يمثل العدد r4 الذي مجاله من  50 -  	•

�أدخل المعادلة  a4 = 1/r4 في منطقة الإدخال. 	•
�أدخل المعادلة   y = 1 + x^2*a2 + x^4*a4  في منطقة الإدخال. 	•

�إن اول ثلاثة حدود في مت�سل�سلة القوى للدالة   cos x  هي فعلياً:

[3]       
      

      a . قارن بين قيم cos x   والعبارة [3]  لقيم مختارة في الفترة π ≤ x ≤ π− . ما مدى دقة التقريب في مجال 
            القيم؟

      b . تنب�أ بقيمة معامل x6 . �إفح�ص للت�أكد من تنب�ؤك.

sin x   كرر هذا التحليل الآن لإيجاد مت�سل�سلة القوى للدالة

1 −
2

2
+

4

24

 .6

.7

 .8



47

الوحدة الخام�سة
القطوع المخروطية و المعادلات الو�سيطية
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الن�شاط الأول  
ح�ساب الم�ساحة تحت منحنى القطع المكافئ با�ستعمال التقريب

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
�أو�سع لخ�صائ�ص القطوع المخروطية. تطوير فهم  	•

فهم كيفية تقدير م�ساحة المنطقة المح�صورة بمنحنى عن طريق عدد محدود من العمليات. 	•
فهم كيفية كتابة معادلات الدوال با�ستخدام معادلات و�سيطية. 	•

حول هذه الوحدة

كيف يمكنك ح�ساب الم�ساحة المح�صورة بين كل من المنحنى الذي معادلته   y = x2  والم�ستقيم  x = 5  والمحور x؟
�سيتم في هذا الن�شاط تقديم طريقتين لتقدير ح�ساب هذه الم�ساحة.

1. مجموع ريمان 	
          a. قم بعمل ن�سخة من التمثيل البياني للدالة  y = x2  كما هو مو�ضح �أدناه.

�سوف ت�ستك�شف في هذه الوحدة خ�صائ�ص كل من القطع المكافئ و الناق�ص والزائد وكذلك الدائرة. و�ستقوم بدرا�سة 
الم�ساحات المح�صورة ببع�ض من هذه المنحنيات و�سوف ترى كيفية تمثيلها با�ستخدام معادلات و�سيطية.

�سوف تحتاج في هذه الوحدة �إلى ا�ستخدام الجداول الإلكترونية وكذلك �إحدى تقنيات التمثيل البياني مثل برنامج 
جيوجبرا.
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ار�سم م�ستطيلات كما هو مو�ضح �أدناه على التمثيل البياني. لاحظ �أن جزء من م�ساحة الم�ستطيلات يقع فوق  	.b
      المنحنى وبالتالي ف�إن مجموع م�ساحات هذه الم�ستطيلات �سيكون �أكبر من م�ساحة المنطقة المح�صورة. 

c. �أوجد مجموع م�ساحات هذه الم�ستطيلات في كل حالة لإيجاد حد �أعلى و�أ�سفل لم�ساحة المنطقة المح�صورة تحت   
     المنحنى y= x2 وكل من الم�ستقيم x = 5 والمحور x. قم بكتابة �إجابتك على �شكل متباينة :

     الحد الأعلى < الم�ساحة < الحد الأ�سفل.

بدلًا من الأطراف اليمنى، ا�ستعمل الأطراف الي�سرى للم�ستطيلات لتحديد ارتفاعاتها كما في ال�شكل �أدناه.
لاحظ �أن مجموع م�ساحات هذه الم�ستطيلات �أقل من م�ساحة المنطقة المح�صورة.
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من خلال �إيجاد مجموع م�ساحات الم�ستطيلات �أوجد حد �أعلى و�أ�سفل للم�ساحة واكتب �إجابتك على �شكل  	.e
      متباينة:   الحد الأعلى < الم�ساحة < الحد الأ�سفل.

	�أعد خطوات الحل في الفقرتين d و e با�ستخدام م�ستطيلات عر�ض كل منها 0.25 وحدة و�أوجد تقدير     .f
      �أدق لم�ساحة المنطقة المح�صورة.

d. ا�ستخدم ن�سخة جديدة للتمثيل البياني للمنحنى y= x2 ، وقم بتق�سيم المنطقة المح�صورة تحت المنحى وكل من    
     الم�ستقيم x = 5 والمحور x �إلى م�ستطيلات عر�ض كل منها 0.5 وحدة كما هو مو�ضح �أدناه.

لتقليل الفرق بين الحد الأعلى والحد الأ�سفل �سنقوم بزيادة عدد الم�ستطيلات داخل المنطقة المح�صورة.
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2.طريقة الأعداد الع�شوائية
النقاط  المزيد من  على  �ستح�صل  و�أنك   ، للرماية  تخيل وجود هدف 
ال�سهام  �أن  الآن  المركز. تخيل  واقعة في  �إ�صابة منطقة محددة  عند 
المنطلقة باتجاه الهدف لكل منها نف�س احتمال �إ�صابة �أي مكان على 
الهدف. �إذا تم �إطلاق عدداً كبيراً من الأ�سهم باتجاه الهدف في منطقة 
محددة ف�إن ن�سبة الأ�سهم التي �ست�صيب هذه المنطقة �ستعطينا تقدير 
عدد  زاد  وكلما  كاملًا.  الهدف  م�ساحة  �إلى  م�ساحتها  لن�سبة  �أف�ضل 

ال�سهام المُنطلقة ، ف�إننا �سنح�صل على تقدير �أف�ضل.
لم�ساحة  علمنا  مع  خا�صة  منطقة  م�ساحة  تقدير  �أردنا  ف�إذا  ولهذا 
الهدف الذي �سي�ستخدم، ف�أننا نقوم ب�إجراء تجربة اطلاق العديد من 
الأ�سهم  عدد  بح�ساب  نقوم  ثم  ومن  الهدف  باتجاه  ع�شوائياً  ال�سهام 

التي �أ�صابت المنطقة الخا�صة.
يمكننا ا�ستخدام هذه الطريقة لتقدير م�ساحة منطقة خا�صة مطلوبة وتمثل هنا الم�ساحة تحت المنحنى.

�سوف نقوم بمحاكاة ا�صابة ال�سهام للهدف با�ستخدام الجداول الإلكترونية.
�أن�شئ نقطة ع�شوائية داخل م�ستطيل. �سوف تمثل هذه محاكاة ل�سهم منطلق.             �إلكتروني ومن ثم  �أن�شئ جدول   .a

     ا�ستخدم الدالة )( RAND لتوليد الإحداثيات للنقطة الع�شوائية والواقعة داخل الم�ستطيل. �إذا قمت بتربيع الإحداثي   
    x للنقطة ف�إن با�ستطاعتنا ملاحظة فيما �إذا كانت النقطة واقعة تحت المنحنى بالإختبار لر�ؤية �أن الإحداثي    

x2 للنقطة �أقل من القيمة y    
    يو�ضح ال�شكل �أدناه �شا�شة جدول �إلكتروني تم فيها تنفيذ هذه المهمة. يمكنك ت�صميم ن�سخة م�شابهة بنف�سك 

     با�ستعمال ال�صيغ الظاهرة في ال�شكل �أدناه.
    في الجدول الإلكتروني يقوم الاختبار ب�إرجاع القيمة 1 �إذا كانت النقطة واقعة تحت المنحنى و 0 خلاف ذلك.
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   D أوجد ن�سبة النقاط الواقعة  تحت المنحنى وذلك عن طريق ايجاد ناتج جمع القيم الموجودة في العمود� .b
     ومن ثمّ تُق�سم هذا الناتج على عدد التجارب ، وبعد ذلك �ضرب ناتج الق�سمة بالمقدار 125 )ويمثل م�ساحة     

    الم�ستطيل( لتقدير الم�ساحة تحت المنحنى.
    يجب �أن يحتوي الجدول الإلكتروني 300 قيمة ع�شوائية )قم ب�إ�ضافة القيمة 1 في خلايا العمود E لجعل عملية عد   

    القيم الع�شوائية �أكثر �سهولة(.
    تمثل الخلية F5عدد النقاط الواقعة �أ�سفل المنحنى بينما تمثل الخلية F6 عدد النقاط الع�شوائية. ن�سبة عدد النقاط  

   الواقعة �أ�سفل المنحنى هي حا�صل ق�سمة F5 على F6. وبالتالي ف�إن القيمة التقديرية لم�ساحة المنطقة الواقعة  
   �أ�سفل المنحنى هي عبارة عن حا�صل �ضرب هذه الن�سبة بم�ساحة الم�ستطيل والذي م�ساحته 125 وحدة مربعة. تمثل 

الخلية G5  ال�صيغة المطلوبة لح�ساب هذه الم�ساحة.

c. قم بتح�سين القيمة التقديرية التي ح�صلت عليها من خلال زيادة عدد القيم الع�شوائية. يمكنك الح�صول على  
     تقديرات �أكثر ثقة من خلال �إيجاد المتو�سط  لعدة تقديرات.

d. قارن بين القيمة التقديرية التي ح�صلت عليها با�ستخدام هذا الأ�سلوب مع التقدير الذي تم الح�صول عليه في 
     الجزء الأول من هذا الن�شاط.
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الن�شاط الثاني
�أرخميد�س وح�ساب م�ساحة الدائرة

�أرخميد�س هو  عالم ريا�ضيات  ومهند�س وعالم فلك يوناني عا�ش في الفترة ) 287 قبل الميلاد �إلى عام   212 قبل 
الميلاد(. ويُعرف بمقولته الم�شهورة عندما خرج من الحمام �صارخاً  "وجدتها" وذلك عندما �أدرك �أن حجم الج�سم 

المغمور ي�ساوي كمية المياه المزاحة نتيجة لذلك. فقد ر�أى �أنه يمكن ا�ستخدام ذلك لإيجاد حجم �أي ج�سم غير منتظم.

طريقة الا�ستنفاد
.π ا�ستخدم �أرخميد�س طريقة الا�ستنفاد لإيجاد قيمة تقريبية للن�سبة الثابتة

وذلك من خلال ر�سم م�ضلع �أكبر خارج دائرة وم�ضلعاً �أ�صغر داخلها. كلما �إزداد عدد �أ�ضلاع الم�ضلع، ف�إن م�ساحته 
ت�صبح تقريباً �أكثر دقة لم�ساحة الدائرة.

�أن م�ساحة الدائرة تتنا�سب مع مربع ن�صف قطرها بثابت تنا�سب مقداره  π ، فيمكننا ا�ستخدام المتباينة  �إذا قبلنا 
التالية:

م�ساحة الم�ضلع الخارجي < πr2 < م�ساحة الم�ضلع الداخلي

الدائرة  داخل  الواقع  والم�ضلع  الداخلي  )الم�ضلع 
ور�ؤو�سه واقعة على محيطها. والم�ضلع الخارجي 
للدائرة  �أ�ضلاعه مما�سات  الذي تكون  الم�ضلع  هو 

كما هو مو�ضح في ال�شكل (
حد  تعطينا  �سوف  الم�ضلعين  م�ساحة  ح�ساب  �إن 
عدد  زيادة  ف�إن  وبالتالي   π للقيمة  و�أ�سفل  �أعلى 
قيمة  يعطينا  �سوف  الم�ضلعين  من  لكل  الأ�ضلاع 
π. لقد كانت ن�سبة الخط�أ في ا�ستخدام  �أدق للعدد 

طريقة �أرخميد�س �أقل من 0.1%.
�سوف ت�ستخدم هذه الطريقة في هذا الن�شاط لإيجاد 

.π قيمة تقريبية خا�صة بك للعدد
ار�سم دائرة ن�صف قطرها 8 �سم على ورقة      	.a 

      مربعة ال�شكل  وار�سم قطرين متعامدين في الدائرة. قم بو�صل �أطراف القطرين لتح�صل على مربع واقع داخل الدائرة. 
     اح�سب م�ساحة المربع. م�ساحة المربع �ستكون �أقل من م�ساحة الدائرة وبالتالي �ستعطينا �أول حد �أ�سفل لم�ساحة 

     الدائرة.
 b.  ار�سم مربعاً خارج الدائرة واح�سب م�ساحته لتح�صل على �أول حد �أعلى لم�ساحة الدائرة.

	.1
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c. قم بتعوي�ض القيمتين اللتين ح�صلت عليهما  في المتباينة:  	      
             م�ساحة الم�ضلع الخارجي <          < م�ساحة الم�ضلع الداخلي

.π اق�سم �أطراف المتباينة على المقدار        لتح�صل على �أول تقريب للعدد             
	   d. ار�سم م�ضلع ثُماني  داخلي و�آخر خارجي )للم�ساعدة: ار�سم �أولًا الم�ضلع الثماني الداخلي وبعد ذلك ار�سم     

               الم�ضلع الخارجي بحيث تكون �أ�ضلاعه مما�سات للدائرة عند ر�ؤو�س الم�ضلع الداخلي(. قم بتق�سيم كل م�ضلع    
             �إلى  مثلثات و�أوجد م�ساحة كل مثلث ومن ثم �أوجد م�ساحة الم�ضلعين الداخلي والخارجي لتح�صل على    

.π المتباينة الجديدة وبعد ذلك اق�سم �أطراف المتباينة على المقدار       لتح�صل على تقريب �أدق للعدد             
	    e. هل ت�ستطيع الان ح�ساب الم�ساحة لكل من الم�ضلعين الداخلي والخارجي ذي ال�ست ع�شرة �ضلعاً؟

                حيث �أنه من ال�صعب الر�سم بدقة لهذه الأ�شكال فقد ترغب في ا�ستخدام ح�ساب المثلثات للعثور على المعلومات 
                المطلوبة لح�ساب م�ساحة المثلثات وبالتالي م�ساحة هذه الم�ضلعات. نكرر الان الخطوات الموجودة في الفقرة     
               ال�سابقة لنح�صل على قيمة �أدق للعدد π. القيمة التي �ستح�صل عليها للعدد π �ستكون مقربة لمنزلتين ع�شريتين            

قد لا تكون القيمة التي ح�صلت عليها بنف�س الدقة التي ح�صل عليها �أرخميد�س، ولكن يمكنك تكرار العملية الح�سابية 
با�ستخدام عدد �أكبر من الم�ضلعات )20 �ضلعاً مثلًا( لتح�صل على تقريب �أدق من ال�سابق. يُعتقد �أن �أرخميد�س ح�صل 

على تقريب �أدق للعددπ با�ستخدام م�ضلع ذو 96 �ضلعاً. هل يمكنك تكرار ح�ساباته؟

2. ا�ستخدام طريقة الأعداد الع�شوائية
    لقد تم ا�ستخدام طريقة الأعداد الع�شوائية في الن�شاط الأول لح�ساب الم�ساحة الواقعة تحت منحنى.

    .π قم ب�إعداد جدول �إلكتروني لتقدير م�ساحة دائرة ن�صف قطرها 8 �سم. وا�ستخدم ذلك لإيجاد قيمة تقريبية للعدد     
     قارن بين هذه القيمة التقريبية وتلك التي ح�صلت عليها في الجزء الأول من هذا الن�شاط.
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الن�شاط الثالث
قوانين كبلر والمدارات الإهليجية

ا�شتهر العالم الفلكي الألماني يوهان كبلر ) 1571 م �إلى  1630 م( بقوانينه المتعلقة بحركة الكواكب.
•	 قانون كبلر الأول: كل كوكب في النظام ال�شم�سي يتحرك حول ال�شم�س في مدار �إهليلجي )قطع ناق�ص( بحيث تقع  	

ال�شم�س في �إحدى ب�ؤرتيه.
•	 قانون كبلر الثاني: الخط الوهمي الوا�صل بين كوكب وال�شم�س يح�صر م�ساحات مت�ساوية خلال �أزمنة مت�ساوية. 	

يو�ضح ال�شكل المجاور ما يعنيه كل من هذين القانونين.
تمثل الدائرة البرتقالية ال�شم�س فيما تمثل الدوائر الزرقاء �أربع 
مواقع للكوكب خلال دورانه حول ال�شم�س في مدار قطع ناق�ص 

حيث تقع ال�شم�س في �أحد ب�ؤرتي القطع الناق�ص.
لاحظ كبلر من خلال ر�صده للكواكب �أن الكوكب يزيد من �سرعته 
عندما يكون قريباً من ال�شم�س ويبطئ من �سرعته عند ابتعاده 

عنها.
�أعلاه،  ال�شكل  في  المبينة   T2  إلى�  T1 من  الزمنية  الفترة  في   

نجد �أن الخط الوهمي الوا�صل بين ال�شم�س والكوكب يح�صر الم�ساحة A1. بعد ذلك عند ابتعاد الكوكب عن ال�شم�س ف�إنه 
يتحرك ب�سرعة �أقل. ف�إذا كانت الفترة الزمنية T4 - T3  م�ساوية للفترة الزمنية T2 - T1، فلابد �أن تكون الم�سافة 

 A1 م�ساوية للم�ساحة A2 المقطوعة حول المدار �أقل بحيث تكون الم�ساحة
عند ازدياد طول الخط الوهمي الوا�صل بين الكوكب وال�شم�س. 
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ال�صورة العامة لمعادلة القطع الناق�ص 

حيث a و b تمثلان ن�صف طول المحور الأكبر )OA( والأ�صغر )OB( على التوالي، الب�ؤرتان F1 و F2 هما نقطتان 
واقعتان على المحور الأكبر )CA( بحيث �أن

 
معامل التباعد المركزي ي�ساوي                      .

معادلة القطع الناق�ص المو�ضحة �صورته �أعلاه هي 
 

معامل التباعد المركزي ي�ساوي

http://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse للمزيد يمكنك الإطلاع على الرابط الإلكتروني
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القطع الناق�ص

�سوف نقوم الآن بدرا�سة كيفية تطبيق قوانين كبلر لح�ساب حركة الكواكب.

تم اكت�شاف كوكب بلوتو عام  1930 م. وفيما يلي بع�ض المعلومات التي تم ح�سابها حول مدار هذا الكوكب:
نقطة الأوج: 49.31 وحدة فلكية

نقطة الح�ضي�ض: 29.66 وحدة فلكية )�آخر نقطة ح�ضي�ض كانت بتاريخ  5 �سبتمبر 1989 م(
ن�صف طول المحور الأكبر: 39.48 وحدة فلكية

معامل التباعد المركزي: 0.249
حيث تمثل الوحدة الفلكية مقدار الم�سافة بين الأر�ض وال�شم�س وت�ساوي 150 مليون كيلومتر تقريباً.

نقطة الح�ضي�ض هي �أقرب م�سافة بين الكوكب وال�شم�س بينما نقطة الأوج هي �أبعد م�سافة بين الكوكب وال�شم�س.
لاحظ �أن ال�شم�س لا تقع في مركز المدار بل تقع عند �أحد ب�ؤرتي القطع الناق�ص. وبالتالي لنفر�ض �أن ال�شم�س تقع 

عند الب�ؤرة F1 كما هو مو�ضح في ال�شكل �أعلاه.
.AF1 بينما الأوج ي�ساوي CF1 هذا يعني �أن الح�ضي�ض ي�ساوي

a. ا�ستخدم البيانات المعطاه لح�ساب طول ن�صف المحور الأ�صغر b لمدار الكوكب بلوتو
b.ا�ستخدم ورق ر�سم بياني ووحدة قيا�س منا�سبة لر�سم مدار بلوتو ب�شكل دقيق.
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35.1 وحدة فلكيةنقطة الأوج
نقطة الح�ضي�ض

تاريخ الو�صول لنقطة الح�ضي�ض

0.586 وحدة فلكية

1986 9 فبراير 
17.8 وحدة فلكيةن�صف طول المحور الأكبر

0.967معامل التباعد المركزي

 يجب الت�أكد مما يلي:
يقع مركز المدار في نقطة الأ�صل )0 , 0(.

اجعل موقع ال�شم�س في �أحد ب�ؤرتي القطع الناق�ص.
اجعل موقع بلوتو في نقطة الح�ضي�ض.

بعد خم�س �سنوات من و�صول بلوتو �إلى نقطة الح�ضي�ض )5 �سبتمبر 1994م( تحرك الخط الوهمي الوا�صل بين    	.c
      بلوتو وال�شم�س بزاوية مقدارها °14 بعك�س اتجاه عقارب ال�ساعة وبالتالي �أ�صبح بلوتو على بعد 29.79 وحدة    

      فلكية تقريباً من ال�شم�س. �أوجد موقع بلوتو الجديد على الر�سم وقم بت�سمية النقطة الجديدة 1994.
       قدر الم�ساحة التي تكونت خلال هذه ال�سنوات الخم�س من الخط الوهمي الذي ي�صل بين ال�شم�س وبلوتو.

ا�ستخدم الآن الم�ساحة التي قمت بح�سابها وقانون كبلر الثاني لتقدير موقع بلوتو بعد مرور خم�س �سنوات    	.d
      �أخرى )5 �سبتمبر 1999م(. �ضع علامة وا�سم للموقع الجديد على الر�سم.

ا�ستمر بنف�س الطريقة على الر�سم البياني للمدار وبت�سمية النقطة الجديدة التي تح�صل عليها وو�ضع علامة في    	.e
      كل مرة حتى تعود �إلى نقطة الح�ضي�ض مرة �أخرى.

اكتب الزمن الذي ا�ستغرقه بلوتو لإكمال دورة كاملة حول ال�شم�س بال�سنوات. 	.f

مذنب هالي 	.2
      يُبيِّن الجدول التالي بع�ض البيانات المتعلقة بمدار مذنب هالي.

تحتاج كذلك �إلى معرفة �أنه بعد مرور �سنة من الو�صول �إلى نقطة الح�ضي�ض تحرك الخط الوهمي الوا�صل بين كل 
من ال�شم�س والمذنب بزاوية مقدارها °144 تقريباً.

قدّر الم�سافة بين ال�شم�س والمذنب في تاريخ 9 فبراير 1987. 	.a
قدّر التاريخ الذي �سيعود فيه المذنب �إلى نقطة الح�ضي�ض مرة �أخرى. 	.b
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الن�شاط الرابع
المعادلات الو�سيطية للقطوع المخروطية

1. المعادلات الو�سيطية للقطع المكافئ هي:

 p ومن ثم تعوي�ض قيم مختلفة للمتغير a نحتاج لإن�شاء التمثيل البياني لهذه المعادلات �إلى اختيار قيمة للمقدار
ومن ثم ح�ساب القيم المقابلة لكل من المتغير x و y. قد ي�ستغرق ذلك بع�ض الوقت نظراً لحاجتك �إلى ح�ساب قيمة 
�إتباع  لت�سهيل عملك. يمكنك  البياني  التمثيل  �أحد تقنيات  ا�ستخدام  الحظ يمكنك  الوقت. ولح�سن  متغيرين في نف�س 

التعليمات التاليه لإن�شاء التمثيل البياني المو�ضح في ال�شكل �أدناه.

افتح �صفحة جديدة في برنامج جيوجبرا و�أ�ضف محرك انزلاق )Slider Object(. احتفظ بالت�سمية التلقائية   	.a
      a وكذلك القيمة التلقائية للمجال من 5- �إلى 5.
.p إلى� 	�أ�ضف  محرك انزلاق �آخر. وغيِّر ت�سميته  .b

 xt في منطقة الإدخال �أ�سفل �شا�شة برنامج جيوجبرا )�سن�ستخدم الرمزين xt = 2*a*p أكتب المعادلة�	 .c
 p لقد قمنا حتىالآن ب�إعداد المتغير )p على الترتيب والمقابلة لقيمة المتغير y و x للدلالة على المتغيرين yt  و      

      فقط وبالتالي لن تلاحظ �أي تغير.
	�أدخل المعادلة yt = a*p^2 . لم يتم �إلى الآن �إن�شاء التمثيل البياني. .d

	�أدخل ال�صيغة P = (xt, yt)  .  �سي�ؤدي هذا الإدخال �إلى ظهور نقطة جديدة P تكون �إحداثياتها معتمدة على    .e
 )Move Tool( و�أختر �أداة التحريك Esc والتي تم �إعدادها م�سبقاً. ا�ضغط على المفتاح p القيمة الحالية للمتغير      

     x = 2a p
y = a p2
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ا�ستخدم الآن محرك الإنزلاق لجعل قيمة المتغيرa  ت�ساوي 1 ثم ا�سمح لقيم p بالتغيّر. لاحظ م�سار حركة    	.f
     النقطة P. لر�ؤية موقع النقطة P ا�ضغط عليها بالزر الأيمن، ثم اختر �إظهار الآثار )Trace on( ومن ثم   

      ا�ضغط بالزر الأيمن على محرك الإنزلاق P وفعِّل الر�سوم المتحركة )Animation( . ويمكنك كذلك ا�ستخدام  
     توقف التحكم )Pause control( والموجود في زاوية �شا�شة عر�ض التمثيلات البيانية لوقف الر�سوم المتحركة    

     في حال اكتمال التمثيل البياني.
.P وا�شرح �أثر ذلك على التمثيل البياني للقطع المكافئ الناتج عن م�سار النقطة a قم الآن بتغيير قيمة المتغير 	.g

     y = ap2 في المعادلة  p وبعد ذلك عو�ض قيمة a و  x بدلالة p بحيث يتم كتابه  x = 2ap أعد كتابة المعادلة� .h
      و�أدخل المعادلة الناتجة في منطقة الإدخال �أ�سفل �شا�شة برنامج جيوجبرا. �صف ما تلاحظه.

يمكنك اتباع نف�س الخطوات للح�صول على معادلات و�سيطية للقطع الناق�ص. 	.2
a. ا�ستخدم الطريقة التي اتبعتها في ال��سؤال الأول للح�صول على قطع ناق�ص با�ستخدام المعادلات الو�سيطية  	

           التالية:
x = a cos t 		
y = b sin t 		

.b و a ا�شرح �أثر تغيير قيم كل من .b     
     c. �أثبت �أن من الممكن اعادة ترتيب المعادلات المعطاه �أعلاه للح�صول على معادلة غير و�سيطية لنف�س القطع 

         الناق�ص. �أدخل هذه ال�صيغة في منطقة الإدخال والموجودة �أ�سفل ال�شا�شة في برنامج جيوجبرا. يجب �أن   
         يتطابق التمثيل البياني لل�صيغتين المختلفتين.

3. من الممكن كذلك �صياغة القطع الزائد با�ستخدام المعادلات الو�سيطية التالية:
 x = a sec t + h 	
y = b tan t + k 	

      a . ا�ستخدم هذه المعادلات لإيجاد �صيغة مكافئة للقطع الزائد. )�ستحتاج �إلى ا�ستخدام محركات انزلاق ل�ضبط قيم 
).k و h بالإ�ضافة �إلى المقدارين الثابتين ،t و  b و a           

.k  و h  و bو a ا�شرح �أثر تغيير قيم كل من .b     
      c .�أثبت �أن من الممكن اعادة ترتيب المعادلات المعطاه �أعلاه للح�صول على معادلة غير و�سيطية لنف�س القطع  

           الزائد. يجب �أن يتطابق التمثيل البياني لل�صيغتين المختلفتين.

4. يمكن �أي�ضاً ا�ستخدام المعادلات الو�سيطية التالية للقطع الزائد:
x = a cosh µ 	 
y = b sinh µ 	

      a . ار�سم القطع الزائد با�ستخدام المعادلات الو�سيطية المُعطاه. )قد تحتاج �إلى التجربة عند تحديد مدى معين 
).µ لقيم المتغير            

.b و a ا�شرح �أثر تغيير قيم كل من . b     
      c . �أعد تريب المعادلات الو�سيطية لتح�صل على معادلة غير و�سيطية لنف�س القطع.
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الوحدة ال�ساد�سة
المتّجهات
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 عند ال�ساعة الثانية ع�شرة ظهرًا، كان موقع قارب لل�صيد عند النقطة )2, 2(،
         .ν = 2

7 حيث تقا�س الم�سافة بالكيلومتر، وي�سير ب�سرعة ثابتة مقدارها ν كلم في ال�ساعة، حيث 

جدْ �سرعة القارب. 	.1

�إذا و�صل قارب ال�صيد �إلى النقطة F بعد t �ساعة. فاكتب المتّجه OF الذي يحدّد موقع القارب عند ال�ساعة t بعد  	.2
الظهر.

جدْ موقع القارب عند ال�ساعة الواحدة بعد الظهر. 	.3

ا، وُجدَ يختٌ عند النقطة )4- ,3(، حيث تقا�س الم�سافة بالكيلومتر،  عند ال�ساعة الثانية ع�شرة ظهرًا �أي�ضً

ار�سم نقطة الانطلاق، ومتّجه ال�سرعة لكلّ من قارب ال�صيد واليخت على الم�ستوى الإحداثيّ. 	.4

�إذا كان اليخت بعد t �ساعة عند النقطة G. اكتب المتّجه OG الذي يحدّد موقع اليخت عند ال�ساعة t بعد الظهر. 	.5

جدْ المتّجه FG بدلالة t ، والذي يمثّل موقع قارب ال�صيد بالن�سبة �إلى اليخت. 	.6

جدْ الم�سافة بين قارب ال�صيد واليخت بعد �أربع �ساعات. 	)b
�صف كيف تتغيّر الم�سافة بين قارب ال�صيد واليخت مع مرور الوقت. 	)c

الن�شاط الأول
القوارب

الهدف التعلميّ للوحدة
•	 تطوير فهم �أف�ضل للمتّجهات وتطبيقاتها.

حول هذه الوحدة

4
3

.w =         كلم في ال�ساعة. حيث w وي�سير ب�سرعة ثابتة مقدارها
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عند ال�ساعة ال�سابعة م�ساءً من اليوم نف�سه، �شوهد قارب ال�صيد واليخت من البرج M عند النقطة )36,60( حيث  	.7
تقا�س الم�سافة بالكيلومتر.

جدْ المتّجه MF الذي يحدّد موقع قارب ال�صيد عند ر�ؤيته من البرج على فر�ض �أنّ القارب بقي ي�سير  	 .a
بال�سرعة نف�سها منذ ال�ساعة الثانية ع�شرة ظهرًا.

جدْ المتّجه MG الذي يحدّد موقع اليخت عند ر�ؤيته من البرج على فر�ض �أنّ اليخت بقي ي�سير بال�سرعة  	 .b
نف�سها منذ ال�ساعة الثانية ع�شرة ظهرًا.

 ،u )-21,- 25( إذا �أمكن ر�ؤية ناقلة نفط كبيرة من البرج نف�سه عند ال�ساعة ال�سابعة م�ساءً، عند النقطة� 	.8

.u =          وت�سير ب�سرعة ثابتة 	
جدْ الم�سافة بين الناقلة وقارب ال�صيد، والم�سافة بين اليخت والناقلة عند ال�ساعة ال�سابعة م�ساءً. 	.a

ار�سم �شكلًا يبيّن حركة المراكب الثلاثة. 	.b
	�أيّ المركبين يتعيّن عليه �أن يحذر الا�صطدام بناقلة النفط وي�ستمرّ في مراقبتها؟ برّر �إجابتك. .c

ا بعد T �ساعة من ال�سابعة  اكتب معادلة متّجه الم�سافة بين المركبين اللذين يقتربان من بع�ضهما بع�ضً 	.d
م�ساءً.

ما معادلة الم�سافة بين القاربين؟ 	.e
هل يلتقي المركبان معًا؟ �إن كانت الإجابة "نعم"، متى �سيلتقيان؟ و�إن كانت الإجابة "لا"، متى �سيكونان  	.F

ا؟ وكم �ستكون الم�سافة بينهما حينئذٍ؟ �أقرب ما يمكن �إلى بع�ضهما بع�ضً

4
–1
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الن�شاط الثاني
الأ�شكال الرباعيّة

ABCD �شكل رباعيّ �أطوال �أ�ضلاعه ثابتة، ويُعبّر عنها بالمتّجهات u,v,w,z. و يمكن لل�شكل الدوران حول  	.1
ر�ؤو�سه فتتغيّر هيئته، وتبقى �أطوال �أ�ضلاعه ثابتة.

A

B

C

D

u

v

w

z

بيّن لماذا ي�ساوي ناتج جمع المتّجهات الأربعة �صفرًا. 	 .a
رُ�سم المتّجهان BD ،AC كما في ال�شكل �أدناه. 	 .b

.z ،w ،v ،u بدلالة BD ،AC اكتب 	

. v2 + z2 – (u2 + w2) = 2BD . AC ّأثبت �أن� .c
d. ف�سّر النتيجة التّي ح�صلت عليها في الفرع )c ( بدلالة تغيّر ال�شكل الرباعيّ، وناتج ال�ضرب الداخلي.

A

B

C

D

u

v

w

z
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�إذا كان OG = c ،OB = 2b ،OH = a ، فاكتب كلاًّ من المتّجهات التالية:
CB ،AB ،OC ،OA 	.a

 OFو OE 	.b
	�أثبت �أنّ ال�شكل EFGH متوازي �أ�ضلاع. .c

A

B

C

E

F

G
H

O

ا، ثمّ وُ�صلت منت�صفات  اختيرت ثلاث نقاط C ،B ،A على نحوٍ ع�شوائيّ، بحيث يكون OABC �شكلًا رباعيًّ 	.2
ا �آخر. �أ�ضلاعه H ،G ،F ،E لتكوّن �شكلًا رباعيًّ
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الن�شاط الثالث
ال�ضرب الداخلي، وال�ضرب الاتّجاهي للمتّجهات

b = 
e
f
g

 = a وَ 
a
b
c  

�إذا كانت

ف�إن ال�ضرب الداخلي a.b يعرف على النحو التالي:
a.b = a × e + b × f + c × g ، ويكون الناتج عددًا.

ويعرّف ال�ضرب الاتّجاهي a×b على النحو التالي:

= a×b، ويكون الناتج متّجهًا.
 

bg – fc
– (ag – ec)

af – eb  
=

 

bg – fc
ec – ag
af – eb

  

�ستقارن في هذا الن�شاط بين ال�ضرب الداخلي وال�ضرب الاتّجاهي، وذلك بالتركيز على المدلول الهند�سيّ لكلّ 
منهما.

n = 
–3
2
0  َ

 = m ، و
2
3
0

�إذا كانت  	.1

ار�سم �شكلًا يمثّل m و n، ثمّ �صف الزاوية المح�صورة بينهما. 	 .a
.m.n جدْ حا�صل ال�ضرب الداخلي 	.b

اختر متّجهيْن �آخرين متعامدين في الم�ستوى xy. واح�سب ناتج ال�ضرب الداخلي لهما. 	 .c
كوّن ا�ستنتاجًا حول التف�سير الهند�سيّ المتعلّق بال�ضرب الداخلي للمتّجهات. 	 .d

)لاحظ �أنّ ا�ستنتاجاتك تنطبق على المتّجهات في الم�ستوى xy فقط(. 		

d =
 

3
–1
–3

= c ، وَ 
 

2
3
1  

ليكن 	.2

ار�سم �شكلًا يمثّل d ، c، ثمّ �صف الزاوية المح�صورة بينهما. 	 .a
كرّر المهمّة في ال��سؤال الأوّل، وذلك ب�إيجاد متّجهين متعامدين لي�س في الم�ستوى xy فقط. ماذا ت�ستنتج؟ 	.b

عُد �إلى ال��سؤال الأوّل. 	.3
.m × n ثمّ اح�سب ال�ضرب الاتّجاهي .|n| َو |m| اح�سب 	

xy واكتب ا�ستنتاجًا حول ال�ضرب الاتّجاهي عندما يكون المتّجهان متعامدين في الم�ستوى 	
�إذا �أعطيتَ النتائج نف�سها التّي وجدتها في ال��سؤاليْن )2،1(، فاكتب تعميمًا يتعلّق بالم�صفوفة: 	.4

.m.b = 0 شريطة �أن تكون� m = 
x
y
z

	

جدْ ناتج ال�ضرب الاتّجاهي للمتّجهين. 	.5

b = 
1
2
3  

 = c وَ
1
5
11

	

على فر�ض �أنّ ناتج ال�ضرب الاتّجاهي c × b = d �صحيح. 	.6
d.b جدْ ناتج ال�ضرب الداخلي .a

b. ف�سّر النتيجة بدلالة �إجابتك لل��سؤال الخام�س.
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الن�شاط الرابع  
المتّجهات والملاحة

�سوف تجدْ في هذا الن�شاط الم�سافات بين لندن )المملكة المتّحدة(، والريا�ض، و�سدني )�أ�ستراليا(، با�ستعمال 
المتّجهات. وفيما يلي خطوط الطول ودوائر العر�ض )مقرّبة �إلى �أقرب درجة( التي تتقاطع عند كل مدينة.

ف�سّر ا�ستعمال الم�صطلحين "�شمالًا، جنوبًا" لدائرة العر�ض التي تمر في مدينة الريا�ض )25º �شمالًا(، ومدينة  	-1
�سيدني )34º جنوبًا(.

طول متّجه الموقع من مركز الأر�ض �إلى �أي مدينة ي�ساوي 6380 كلم تقريبًا )ن�صف قطر الكرة الأر�ضيّة(. 
وا�ستعمال هذه القيمة في ح�سابات المتّجهات جميعها يجعلها مربكة وغير �ضروريّة. وبناءً عليه، ف�إنّنا �سوف 

ن�ستعمل متجهات وحدة لها نف�س اتجاه متجهات الموقع كما يلي:

O )لندن( =L 		 O )الريا�ض( =R 		 O )سيدني�( =S 				  

London

Riyadh

Sydney

North Pole

South Pole

Equator

L
R

O

S

دائرة العر�ض )درجة(خط الطول )درجة(المدينة 
52º �شمالًا 0ºلندن )المملكة المتحدة(

25º �شمالًا47ºالريا�ض 
34º جنوبًا151º�سيدني )�أ�ستراليا(

جدول (1)

خط الا�ستواء

القطب ال�شمالي

القطب الجنوبي

لندن

الريا�ض

�سيدني
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نجدْ من ال�شكل �أنّ:
ال�صيغة الإحداثيّة العامّة لمتّجه نهايته A على كرة هي: OA = xi + yj + zk، حيث x ،y ،z محاور الف�ضاء.

وتمثّل θ خطوط الطول، φ الزاوية القطبيّة. و r = 1 لأننا نجد متّجه الوحدة.

نجدْ من ال�شكل �أن:
OD = z = r.cosφ

AD = r.sinφ = OB

ويكون:
OC = x = r.sinφ.cosθ

CB = y = r. sinφ.sinθ

وب�صورة مخت�صرة:
x = cosθ sinφ
y = sinθ sinφ
z = cosφ       

 . )90º( وخطّ الا�ستواء ،)0º( حوّل دوائر العر�ض في هذا ال��سؤال �إلى زوايا قطبيّة، حيث يُمثّل القطب ال�شمالي 	
وبناءً عليه، ف�إنّ الجدْول )1( ي�صبح على ال�صورة التالية:

�سن�ستعمل المتّجهات في ح�ساب الم�سافات على �سطح الكرة الأر�ضيّة. بدايةً �سنكتب مواقع المدن على �صورة 
متّجهات، ومن ثمّ �سيمكننا تحويل مواقع المدن �إلى ال�صورة الديكارتيّة با�ستعمال الزاوية القطبيّة وخطوط الطول.

الزاوية القطبيةخط الطول )درجة(المدينة 
0º90º -52º =38ºلندن )المملكة المتحدة(

47º90º -25º =65ºالريا�ض 
151º90º +34º =124º�سيدني )�أ�ستراليا(

O

B

A

C

θ

ϕ

x

y

z
r

N

 0° of Longitude

D

خط الطول



68

.L = 0.616 i + 0.788 k :على ال�صورة L بيّن �أنّه يمكن كتابة المتّجه 	.2

.S ،R جدْ كلاًّ من المتّجهين 	.3

.R ،L بين المتّجهين α ا�ستعمل ال�ضرب الداخلي لإيجاد الزاوية 	.4

ا�ستعمل الزاوية α التّي وجدتها في ال��سؤال الرابع لإيجاد الم�سافة بين لندن والريا�ض على �سطح الكرة  	.5
الأر�ضيّة، على فر�ض �أنّ ن�صف قطر الأر�ض 6380 كلم.

.S ،L بين المتّجهين β ا�ستعمل ال�ضرب الداخلي لإيجاد الزاوية 	.6

ا�ستعمل الزاوية β التّي وجدتها في ال��سؤال ال�ساد�س لإيجاد الم�سافة بين لندن و�سدني. 	.7

اح�سب الم�سافة بين الريا�ض و�سيدني. 	 .8

ا�ستعمل خارطة العالم لإيجاد خطّ الطول ودائرة العر�ض لمدينة بعيدة عن لندن، ثمّ جدْ الم�سافة بينها وبين  	 .9
لندن على �سطح الكرة الأر�ضيّة.
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الوحدة ال�سابعة
الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
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الن�شاط الأول
البحث في النظم الإحداثية

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
�أن الإختيار الأمثل لنظام الإحداثيات يعتمد على ظروف الأ�شياء المراد درا�ستها. فهم  	•

فهم مبد�أ الأعداد المركبة ك�إمتداد لنظام الأعداد. 	•
ملاحظة الروابط بين الأعداد المركبة والمجالات الأخرى الم�ألوفة في علم الريا�ضيات. 	•

حول هذه الوحدة

�أكثر  التقليدية  النظم غير  تكون هذه  لماذا  ترى  و�سوف  تقليدية.  �إحداثيات غير  نُظم  الن�شاط  تكت�شف في هذا  �سوف 
ملاءمة من النظم التقليدية في بع�ض المواقف، وكيفية التحويل من نظام �إلى �آخر.

جميع الزوايا في هذا الن�شاط تُقا�س بالدرجات ، لذا يجب �ضبط  الآلة الحا�سبة على نظام الدرجات.
	.1

�سوف ت�شاهد في هذه الوحدة كيفية تو�سيع نظام الأعداد ليحتوي على الأعداد المركبة.  كما �سوف تتعلم كيف يمكن 
تمثيلها جبرياً وبيانياً. واكت�شاف العلاقة بين الأعداد المركبة ومجالات الريا�ضيات التي كنت تتعامل معها �سابقاً.

�أ�سطوانية، وت�ستخدم ليزر في النق�ش على الأنابيب لت�صنع  منها  �أنابيب  �شركة م�صنعة لم�صابيح الزينة ت�شتري 
م�صابيح تتيح لل�ضوء النفاذ. ولبرمجة قاطع الليزر الذي يعمل وفق برنامج حا�سوبي، ينبغي �أن يكون الجهاز قادراً 

على التعرف على كل نقطة على الأنبوب. 
  (x, y, z) 10 متمركزاً في ف�ضاء ثلاثي الأبعادcm 6 وارتفاعهcm تخيل وجود �أنبوب �أ�سطواني ن�صف قطره

بحيث يكون مركز قاعدته عند النقطة التي �إحداثياتها )0 ,0 ,0(، كما هو مو�ضح في ال�شكل التالي:
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اذكر �إحداثيات النقاط التالية: 	.a
نقطة واقعة على حافة القاعدة ال�سفلية للأ�سطوانة. 	)i(     
نقطة واقعة على حافة القاعدة العلوية للأ�سطوانة. 	)ii(    

نقطة واقعة في منت�صف الم�سافة بين القاعدتين وعلى ال�سطح المنحني للأ�سطوانة. 	)iii(   
b.	 لتعميم النتيجة الآن:

حدد النقاط الثلاث في الفقرة )a( با�ستخدام طريقة "زاوية - طول". 	.c
ت�أكد من �أن النقطة في الإحداثيات الديكارتية )10,  32   , 2( تقع على حافة القاعدة العلوية للأ�سطوانة. 	.d

 8cm اكتب �إحداثيات ثلاث نقاط واقعة على م�سافات مت�ساوية على ال�سطح المنحني للأ�سطوانةوعلى ارتفاع 	.e
      من القاعدة با�ستعمال الطريقة الديكارتية وطريقة "زاوية - طول".

لتعميم النتيجة الآن: �إذا كانت النقطة ذات الإحداثيات  ) α, β,ℓ (  تقع على ال�سطح المُنحني للا�سطوانة، ما الذي  	.f
      يمكن قوله عن القيم  α و β  و  ℓ ؟

�إذا كانت النقطة ذات الإحداثيات  (x, y, z)  تقع على ال�سطح المُنحني للا�سطوانة، ماذا
يمكن �أن نقول عن القيم: z,  y , x؟ لبرمجة قاطع الليزر، يجب �أن تحدد النقطة الم�ستهدفة ب�إعطاء زاويتين 
وطول. فعلى �سبيل المثال، لا�ستهداف النقطة  A في ال�شكل �أدناه، يجب �إدخال التعليمات في برنامج الحا�سوب 
على ال�شكل ) α , β , ℓ ( حيث α  هي الزاوية في الم�ستوى  الأفقي ، والمقا�سة بعك�س اتجاه عقارب ال�ساعة 
  x  و y هي الزاوية في الم�ستوى العمودي، والمقا�سة من الم�ستوى الذي يحتوي المحورين β و ، x مع المحور
�إعطاء  �إن  ال�سطح المنحني للا�سطوانة.  A والتي تقع على  �أق�صر م�سافة بين نقطة الأ�صل والنقطة   ℓ وتمثل 
التعليمات بهذه الطريقة لهو بديل عن الطريقة التقليدية في تحديد النقاط في الأبعاد الثلاثية. و�سوف ن�شير 

�إلى الطريقة التقليدية بالطريقة الديكارتية والطريقة المطلوبة لقاطع الليزر بِطريقة "زاوية - طول".
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0(. ون�صف قطر       ,0  ,0( الإحداثيات  النقطة ذات  للنق�ش على مخروط مركز قاعدته يقع عند  الليزر  ا�ستُعمِلَ قاطع 
.9cm 7 وارتفاعه الر�أ�سيcm قاعدته

وحدة قيا�س المحاور هي بالكيلومترات. 

	�إذا كانت النقطة (x, y, z)  تقع على ال�سطح المنحني للمخروط ، فما الذي يمكن قوله عن القيم: z,  y , x؟  .a
	�إذا كانت النقطة التي �إحداثياتها وفق طريقة "زاوية - طول" هي ) α, β,ℓ ( تقع على ال�سطح المنحني    .b

     للمخروط فماذا يمكن �أن نقول عن القيم   α  ,β  ,ℓ؟
ناق�ش مدى ملاءمة نظام طريقة "زاوية - طول". لهذه المهمة وكذلك لمهمة ال��سؤال 1. وهل يمكنك ا�ستنباط    	.c

      نظام �إحداثيات �أكثر فعالية لأي من هذه المهام �أو كليهما؟

ي�ستخدم رادار على متن �سفينة لتحديد مواقع الأج�سام القريبة من ال�سفينة. وقد تبدو �شا�شة الرادار على ال�شكل  	.3
      التالي:

	.2
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يجب على قبطان ال�سفينة �أن يكون قادراً على الإبلاغ عن الم�سافة والاتجاه لأي ج�سم يظهر على �شا�شة الرادار.
ناق�ش مجموعة من الطرائق التي يمكن �أن تُر�سل هذه المعلومات من خلالها.  	.a

      لقد تم الاتفاق على �أن موقع كل ج�سم قريب من ال�سفينة �سيتم الإبلاغ عنه ب�إعطاء الم�سافة بينه وبين ال�سفينة    
    r حيث  ،  (r, θ) يمكن كتابه ذلك على ال�شكل .x وقيا�س الزاوية المقا�سة عك�س اتجاه عقارب ال�ساعة من المحور      
.x  هي الزاوية المقا�سة بالدرجات بعك�س اتجاه عقارب ال�ساعة ابتداءاً من المحور θ هي الم�سافة بالكيلومترات و      

. (r, θ) حدد مواقع كل ج�سم على ال�شا�شة المبينة في ال�صفحة ال�سابقة با�ستخدام 	.b
     ينبغي �إتخاذ �إجراءات طارئة �إذا تم ر�صد ج�سم يبعد �أقل من 1.5km عن ال�سفينة حيث θ تقع بين  450 و 1350.

	�أوجد الإحداثيين (x, y)  لنقطتين �ضمن هذا المجال. يمكنك ��سؤال زميل لك حول كيفية تحويل الإحداثيين .c
   (x, y)       

       

حدد مدى لقيم x و y التي ينبغي اتخاذ تدابير طارئة عندها. 	.d

     يُ�ستخدم نظام الإحداثيات (r, θ)  في �أو�ضاع مختلفة من الحالات في الريا�ضيات ويُ�سمى نظام الإحداثيات   
     القطبية ، و�سوف تكون هناك فر�ص لإعادة النظر في نظام الإحداثيات هذا في الم�ستقبل.

للنقطتين �إلى الإحداثيين(r, θ) للت�أكد من �إجابتك.
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عو�ض  y = 0  في كل من المعادلات الثلاث �أعلاه. و�إذا كان بالإمكان �أوجد حل المعادلة التربيعية لإيجاد �إحداثي 
x لجميع النقاط التي يقطع عندها المنحنى محور x. ثم ت�أكد من �صحة الإجابات وتطابقها مع التمثيلات البيانية.

�أثناء الحل �ستكت�شف �أن المعادلة التربيعية جذرين لعددين �سالبين، حيث:  3x2 + 2x + 5 = 0  لا يمكن �أن تحل 
؛ لأنه �سينتج عن ا�ستخدام القانون العام لحل المعادلة التربيعية جذرين لعددين �سالبين، حيث:

 
 

وفي الحقيقة نقول في مثل هذه الحالات �أنه لا يوجد حل "حقيقي" لهذه المعادلة.
�أن نجد حلولا لمعادلات لي�س لها جذورحقيقية،  �أنه لا يوجد حل، ولكن للبدء في فهم كيف يمكن  وهذا لا يعني 

نحتاج �إلى تو�سيع تفكيرنا ونظامنا العددي.
�إن ال�شروط ال�ضرورية لوجود حلول حقيقية لمعادلات تربيعية كانت م�ستعملة  من قبل علماء الريا�ضيات الم�سلمين 

في القرن التا�سع ، مثل  الخوارزمي، وعبد الحميد بن ترك.

الن�شاط الثاني
 الحلول المركبة للمعادلات التربيعية

المعادلات  جذور  في  بالنظر  وذلك  المركبة،  للأعداد  والتاريخي  المنطقي  الريا�ضي  الأ�سا�س  الن�شاط  هذا  يو�ضح 
التربيعية. كما �سيبين هذا الن�شاط م�ساهمة العلماء الم�سلمين وغيرهم،  وكيفية التدرج في �إدخال الأعداد المركبة في 

نظام الأعداد. 
انظر في التمثيلات البيانية التالية لمعادلات تربيعية:

تو�ضح كل معادلة العلاقة بين الإحداثي  x و الإحداثيy   لكل نقطة في التمثيل البياني. وعند النقاط التي يتقاطع 
فيها التمثيل البياني مع المحور x تكون قيمة الإحداثي y  ت�ساوي �صفر. لذا ولإيجاد �إحداثيات لهذه النقاط ، يمكننا 

�أن نعو�ض عن   y = 0  في المعادلة المرافقة للتمثيل البياني.
	.1

	 y  = x2 − 2x − 8  	 y = − x2 + x + 20	   y = 3x2 + 2x + 5

a

acbb
x

2
42 −±−

=
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الـخوارزمي هو �أحد علماء الريا�ضيات والفلك وهو باحث في "بيت الحكمة" في بغداد. وتتجلى �أهمية �إ�سهاماته في 
الريا�ضيات في بع�ض الم�صطلحات التي ي�ستخدمها علماء الريا�ضيات في الوقت الحا�ض مثل علم الجبر ، وهي �أحد 

العمليات الم�ستخدمة في التعامل مع المعادلات وهي الكلمة التي بد�أ بها عنوان كتاب له في هذا المو�ضوع �سنة
813 م، والذي قدم فيه �أول حل منهجي منظم لمعادلات خطية وتربيعية باللغة العربية. كلمة  'خوارزمية' م�شتقة 
من ا�سمه. لقد اعتبرت �أوروبا �أن الخوارزمي هو المخترع الأ�صلي لعلم الجبر، رغم �أنه يعتقد الآن �أن العمل الذي قام 

به ي�ستند �إلى م�صادر هندية �أو يونانية قديمة.
في نف�س الفترة تقريباً التي كتب فيها الخوارزمي كتاب الـجبر، كتب عبد الحميد بن ترك مخطوطة بعنوان  "ال�ضروريات 
المنطقية  في المعادلات المختلطة"، والتي ت�شبه جبر الخوارزمي ولكنه تجاوز الـجبر ب�إعطاء �إثبات هند�سي ي�شير �إلى 

�أنه �إذا كان المميز �سالباً ف�إن المعادلة التربيعية لا يوجد لها حلا حقيقيا.
لقد �شاهدنا في ال��سؤال الأول كيف �أن التمثيل البياني للمعادلة y = 3x2 + 2x + 5 لا يقطع المحور x، لعدم وجود 

حلول حقيقية للمعادلة 3x2 + 2x + 5 = 0  . ولكن يوجد لها حلًا مركباً؛ فماذا يعني هذا؟
العدد المركب هو عدد يت�ألف من جز�أين، الجزء الأول ي�سمى بالجزء الحقيقي وهو عدد من النوع الذي كنت معتاداً 

i التعامل معه �سابقاً. �أما الجزء الثاني فهو تخيلي، وهو عبارة عن الجذر التربيعي لعدد �سالب. �سن�ستخدم الرمز
لتمثيل الجذر التربيعي للعدد  1- ، �أي           i . ومن الآن ف�صاعداً ف�إن الجذر التربيعي لأي عدد �سالب يمكن كتابتة 

كم�ضاعف للرمز i   فعلى �سبيل المثال:
 

اح�سب i, i2, i3, i4, i5, i6   ثم ناق�ش النتائج . 	.2

عمّم النتيجة التالية: ما هي قيمة in ؟

يتكون العدد المركب من جزئين؛ �أحدهما حقيقي و الآخر تخيلي، وبما �أن العدد الحقيقي �أحادي البعد، ف�إنه يمكن 
تمثيل الجزء الحقيقي للعدد المركب على المحور x. ولتمثيل العدد المركب نحتاج �إلى م�ستوى ذو بعدين. و ي�سمى هذا 
الم�ستوى ذو البعدين م�ستوى �أرجاند  )Argand diagram( ، وعادة يُمثَل على المحور الأفقي الجزء الحقيقي من 
العدد المركب ويرمز له بالرمز   Re(x) يُمثَل على المحور الر�أ�سي الجزء التخيلي من العدد المركب ويرمز له بالرمز  

.Im(x)
في ال��سؤال الأول وجدنا �أن حلاَّ المعادلة   3x2 + 2x + 5 = 0   هما 

وهما اخت�صار للعددين المركبين                                              و                                              .
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وبعد تمثيل هذين العددين كنقطتين على م�ستوى �آرجاند، �سنح�صل على:
 

ما هي قيم  y  التي �سوف نح�صل عليها عند تعوي�ض الحلِّين ال�سابقين في المعادلة y = 3x2 + 2x + 5 ؟  	.3

      ولتمثيل الحلين                             و                           بيانياً نحتاج لت�صور مخطط ثلاثي الأبعاد يكون فيه م�ستوى 
       �آرجاند �أفقياً، ومحور  y  عمودي عليه. 

     �إن التمثيل البياني للمعادلة                                    هو عبارة عن �سطح ولي�س منحنى.
     لقد وجدنا احداثيات نقطتين على ال�سطح هما:                               و                        .
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الن�شاط  الثالث 
 نظرية ديموافر

cos ......
! ! !

θ θ θθ = − + − +
2 4 6

1
2 4 6

sin θ = cos ......
! ! !

θ θ θθ θ= − + − +
3 5 7

3 5 7

...
! ! !

x x x xe x= + + + + +
2 3 4

1
2 3 4

cos ......
! ! !

θ θ θθ = − + − +
2 4 6

1
2 4 6

sin θ = cos ......
! ! !

θ θ θθ θ= − + − +
3 5 7

3 5 7

...
! ! !

x x x xe x= + + + + +
2 3 4

1
2 3 4

cos ......
! ! !

θ θ θθ = − + − +
2 4 6

1
2 4 6

sin θ = cos ......
! ! !

θ θ θθ θ= − + − +
3 5 7

3 5 7

...
! ! !

x x x xe x= + + + + +
2 3 4

1
2 3 4

cos ......
! ! !

θ θ θθ = − + − +
2 4 6

1
2 4 6

sin θ = cos ......
! ! !

θ θ θθ θ= − + − +
3 5 7

3 5 7

...
! ! !

x x x xe x= + + + + +
2 3 4

1
2 3 4

�سيتم تو�سيع معرفتك في هذا الن�شاط  بالأعداد المركبة من خلال  تطوير نتيجتين مهمّتين وهما �صيغة �أويلر ونظرية 
ديموافر. فقد كان الفرن�سي �أبراهام ديموافر والمولود عام 1667م عالم الريا�ضيات. انتقل �إلى �إنكلترا وتعاون مع 
�إ�سحاق نيوتن وادموند هالي. ولقد كان لنظريتة  �أهمية خا�صة حيث ربطت الأعداد المركبة بعلم المثلثات. ولد العالم  
ليونارد �أويلر في �سوي�سرا عام 1707م، وكان له الف�ضل في تقديم الكثير من الرموز والم�صطلحات الريا�ضية الحديثة، 

بما في ذلك فكرة الدالة الريا�ضية. 
جميع الزوايا في هذا الن�شاط �ستقا�س با�ستخدام التقدير الدائري )الراديان(، لذا يمكنك �ضبط الآله الحا�سبة في و�ضع 

التقدير الدائري.
 �سوف تحتاج للتعرف على     )م�ضروب العدد( ، حيث x! = (x − 1)(x − 2)(x − 3) x...x 2 x 1  ، فعلى �سبيل 

 .  6! = 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720 ،المثال

�صيغة �أويلر
من الممكن تمثيل بع�ض الدوال با�ستخدام مت�سل�سلة  قوى.

فعلى �سبيل المثال:

�أوجد �إحداثيات نقطتين �أو �أكثر تقع على ال�سطح، وذلك بتحديد قيمة للمتغير y =  1   ثم حل المعادلة                        
3x2 + 2x + 5 = 1   الناتجة  .

 y = 3x2 + 2x + 5 يمكننا الا�ستمرار بهذه الطريقة لبناء �صورة لل�سطح الناتج عن التمثيل البياني للمعادلة
x في  للمتغير  الحقيقية  القيم  با�ستبدال  البياني وذلك  للتمثيل  للح�صول على �صورة ذات بعدين  وبطريقة م�شابهة 
المعادلة لإيجاد القيم المناظرة للمتغير y . ول�سوء الحظ ف�إنه من ال�صعوبة تمثيل هذا با�ستخدام ر�سومات يدوية. ومع 

ذلك ف�إن محاولة تخيل ال�سطح تُعتبر ممار�سة مفيدة.

كيف يمكن لهذا التمثيل �أن يف�سر ال�سبب في �أن المعادلة 3x2 + 2x + 5 = 0   لي�س لها جذور حقيقية؟ وكيف يمكن 
للتمثيل البياني للمعادلة  y = x2 − 2x − 8   �أن يختلف علما �أننا وجدنا في ال��سؤال الأول �أن المعادلة

 y = x2 − 2x − 8  لها جذور حقيقية؟

	.4

	.5

x!
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a. اختر قيم للزاوية θ )بالتقدير الدائري( وقيم للمتغير x وقم بتعوي�ضها في مت�سل�سلات القوى ال�سابقة لترى  	.1
          كيف �أنها تتقارب ب�سرعة.

           �سنرى الآن ماذا �سيحدث �إذا ا�ستخدمنا مت�سل�سلة القوى للدالة ex  عندما يكون   x  عدد تخيلي. 
 eiθ = cos θ +  isin θ لإظهار �أن  x = iθ  عندما ex  ا�ستخدام مت�سل�سلة القوى للدالة .b      

           تُ�سمى ال�صيغة  eiθ = cos θ +  isin θ  ب�صيغة �أويلر.

نظرية ديموافر
 �إليك العدد المركب z = (r, θ)  الممثل بيانياً على م�ستوى �آرجاند �أدناه، حيث r هومقيا�س العدد المركب z، ويكتب 
على ال�صورة | z | ، والزاوية θ هي �سعة العدد المركب z، ويرمز لها بالرمزarg(z)  .  وي�سمى ال�شكل (r, θ)  بال�صيغة 

القطبية للعدد المركب، لأنها ت�شبه الإحداثيات القطبية.

 z = reiθ. ثم طبق �صيغة �أويلر لإثبات �أن  z = r (cos θ + i sin θ) حظ �أن	لا .a
     لقد اقتربنا الان من �إثبات نظرية ديموافر. و�سوف نبد�أ البرهان با�ستك�شاف ما �سيحدث عند �ضرب �أعداد مركبة.

w = x + iy  و   z = a + ib لنفر�ض �أن لدينا عددين مركبين      
 zw للح�صول على w و  z  أوجد حا�صل �ضرب العددين�	 .b

.|w |  و | z | ا�ستخدم نظرية  فيثاغور�س لإيجاد كلا من 	.c
.  arg(zw) = arg(z) + arg (w)   و�أن  zw = zw ولإثبات نظرية ديموافر نحتاج �أولًا �إلى �إثبات �أن      

ا�ستخدم �إجاباتك في الفقرتين )a( و )b( لإثبات �أن                      ومن ثم                  . 	.d
 ø  و θ على التوالي و w و z مقيا�س r2  و r1  حيث  z = r1e

iθ و w = r2e
iø  وبا�ستخدام �صيغة �أويلر ن�ستطيع كتابة     

      �سعة z و w على التوالي.
arg(zw) = arg(z) + arg (w)  بين �أن 	.e

     نعلم �أنه ل�ضرب عددين مركبين ف�إننا ن�ضرب مقيا�سيهما ونجمع �سعتيهما وهذه نتيجة هامة جداً.
	�إذا كانت z  = (r, θ)  فما هي قيمة  z2 ؟ .f

. zn حتى تلاحظ نمطاً. �أكتب تعميماً لإيجاد قيمة z3, z4, z5, z6,...   وبنف�س الطريقة اح�سب 	.g

z w

zw = z w

zw 2 = z 2 w 2

zw = z w

z w

zw = z w

zw 2 = z 2 w 2

zw = z w

r
θ

Im(x)

Re(x)
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بكتابة  (i + 1)  على ال�شكل (r, θ)  ثم تطبيق نظرية ديموافر، اح�سب قيمة   8(i + 1)  وت�أكد من نتائجك    	.h
      بتمثيل  2, (1 + i)3, ..., (1 + i)8(1 + i) ,(i + 1)  بيانياً على م�ستوى �آرجاند.

الن�شاط الرابع
 الجذور المركبة للوحدة

1.	 ت�شمل كثيرة الحدود  z3 = –1 ثلاثة جذور ، �إحداها حقيقي والآخرين مُركّبين ، ا�ستخدم التحليل ومن ثم القانون    
       العام لإيجاد الجذور الثلاثة.

.2	 a.  مثِّل الجذور بيانياً على م�ستوى �آرجاند. 
ف بالتف�صيل مواقع الجذور الثلاثة.        b. �صِ

 z = reiθ  أو على ال�صورة�  z = r(cos θ + isin θ)   على ال�صورة  z = –1  يمكن كتابة العدد المركب           
           و�إليك الطريقة:

           فكر ب�أن العدد 1-  يقع  على دائرة مركزها نقطة الأ�صل ون�صف قطرها 1. وفي كل مرة ندور حول الدائرة   
            التي محيطها  2π  راديان علينا �أن نعود �إلى نف�س النقطة 1-. ولذلك هناك العديد من الطرائق لتمثيل العدد 

: -1            
 

z = – 1 = 1 x (cos θ + isin θ) = eiθ

= ei(π + 2π) 		
= ei(π + 4π) 		
= ei(π + 6π) 		
= ei(π + 8π) 		
= ei(π + 2kπ) 		

            في التعبير الأخير، k  )الموجودة في الأ�س لـ e( تعني عدد مرات الدوران حول الدائرة ، حيث
             ....k = 0, 1, 2, 3,4   وبما �أن لدينا الآن العديد من طرائق كتابة  العدد1- ، ف�إنه يمكننا حل المعادلة

            z3 = –1 بطريقة مختلفة.

في الفقرة )g(  ينبغي �أنك وجدت zn = (rn, nθ) . وهذا يعني �أنه �إذا كان r هو مقيا�س z  و θ هي �سعته ف�إن zn  لها 
المقيا�س  rn وال�سعة nθ. تذكر الآن من الفقرة )a( الطريقة البديلة لكتابة z وهي z = rn(cos θ + isin θ) حيث r هو 
 ، r = 1 و �إذا كان    zn = rn(cos nθ + isin nθ)   هي ال�سعة. بو�ضع هذه الحقائق معاً �سنح�صل على θ المقيا�س و

   zn = (cos θ + isin θ)n = cos nθ + isin nθ  ف�إن
وهذه هي نظرية ديموافر. 
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		  z = eiπ/3 = cos    + isin     =    +       i
		  z = ei(π+2π)/3 = eiπ = cos π + isin π = –1
		  z = ei(π+4π)/3 = e5π/3 = cos     + isin     =    –      i

π—
3

π—
3

1—
2  

√3
2  

 
√3
2  

1—
2

5π—
3

5π—
3

      يمكننا �أن نرى �أنه بعد التعوي�ض بالأعداد k = 0, 1, 2  �سنح�صل على الإجابات نف�سها مرة �أخرى. يتم تكرار  
       الأجوبة الأ�صلية الثلاثة في كل دورة. 

       لذلك لدينا ثلاثة �إجابات وهي:
 

       وهذه هي الإجابات نف�سها التي ح�صلنا عليها في ال��سؤال الأول
 z3 = 1  حل المعادلة 	.3

بالتحليل ومن ثم با�ستخدام القانون العام. 	.a       
بالطريقة المبينة �أعلاه. 	.b       

حل المعادلات التالية ، ومثّل جذور كل منها بيانياً على م�ستوى �آرجاند ثم �صف مواقعها هند�سياً. 	.4
.a        
.b       
.c        
.d       
.e       

. z3 = 8i حل المعادلة 	.5

ٍـ   z3 وجميع ال�صيغ المكافئة �سيكون لدينا:       و�إذا �أخذنا الجذور التكعيبية ل

		  z = eiπ/3

		  z = ei(π + 2π)/3 = eiπ

		  z = ei(π + 4π)/3 = ei5π/3

		  z = ei(π + 6π)/3 = ei(π/3 + 2π) = eiπ/3

		  z = ei(π + 8π)/3 = ei(π + 2π) = eiπ

	  	 z4 = 1

	  	 z4 = –1

		  z4 = i

		  z6 = 1

	 . 	 z6 = –1
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الوحدة الثامنة
الإح�صاء والاحتمالات
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الن�شاط الأول
ح�ساب الاحتمالات

عائلات لديها ثلاثة �أطفال
ا )�أو حا�سبة(  	�أجُريت درا�سة على عيّنة من العائلات لدى كل منها ثلاثة �أطفال. ا�ستعمل جدولًا �إلكترونيًّ  .a 	.1

لح�ساب احتمالات جميع التراتيب الممكنة لوجود �أولاد وبنات في العائلة ذات الثلاثة �أطفال، ثمّ اكتبها 
وحدّد بو�ضوح �أيّ افترا�ضات تريد و�ضعها.

b. �إذا كان %40من عيّنة الدرا�سة مكوّنة من عائلات لديها �أطفال من جن�س واحد، فما الذي يمكنك ا�ستنتاجه؟
c. يظنّ بع�ض الباحثين �أنّ احتمال �أن يكون الطفل ولدًا �أو بنتًا في بع�ض المجتمعات غير مت�ساوٍ. لذا؛ عدّل 

المَعلَمة في )الجدْول الإلكترونيّ/الحا�سبة( لإيجاد احتمال تقريبيّ لأن يكون المولود ولدًا يف�سّر على نحوٍ 
.b أف�ضل المعطيات المتعلّقة بالعيّنة الواردة في الفرع�

م��سألة تاريخ الميلاد
	�أثبت ما يلي: �إذا اختير �شخ�صان على نحو ع�شوائيّ، ف�إنّ احتمال �أن يكون لهما تاريخ الميلاد نف�سه هو:   .a 	.2

––––365 – 1 . ما الافترا�ضات التّي و�ضعتها؟
365

 x 364––––
365

 
�أثبت ما يلي: احتمال �أن يكون ل�شخ�صين على الأقلّ من بين ثلاثة �أ�شخا�ص تاريخ الميلاد نف�سه هو: 	 .b

.1 – 365––––
365

 x 364––––
365

 x 363––––
365 	

و�سّع ال�صيغة في الجدول الإلكترونيّ لإكمال الجدول التالي: 	 .c

 عدد الأ�شخا�ص 
102030405060708090100في العيّنة

احتمال �أن يكون 
ل�شخ�صين منهم على 
الأقلّ تاريخ الميلاد 

نف�سه

الأهداف التعلميّة للوحدة
•	 تطوير بع�ض �أ�ساليب تحليل البيانات با�ستعمال الإح�صاء والاحتمالات.
•	 ا�ستعمال بع�ض النماذج الاحتمالية والاح�صائية المعقدة للتو�صل �إلى ا�ستنتاجات حول البيانات.

في هذه الوحدة �سوف تقوم بتطبيق بع�ض طرق الإح�صاء والاحتمالات في مواقف مختلفة. الن�شاط الأول هو 
لك  يتيح  الثاني  الن�شاط  المعقدة.  المواقف  بع�ض  في  الاحتمالات  بح�ساب  تقوم  �سوف  وهنا  الاحتمال  حول 
من  مجموعات  تحتوي  مواقف  في  تعلمتها  التي  الاح�صائية  المقايي�س  من  كاملة  مجموعة  لتطبيق  الفر�صة 
البيانات ذات متغير �أو متغيرين. و�سوف تقوم في الن�شاطين الأخيرين ب�إيجاد نماذج تمثل مجموعات مختلفة 
من البيانات، وهذه النماذج هي توزيعات احتمالية وهي م�صنفة بح�سب البيانات ف�إما �أن تكون منف�صلة �أو 

حول هذه الوحدة
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جدْ حجم العيّنة التّي يكون فيها الاحتمال )مثلما حُ�سب في الفرع c( �أكبر من �أو ي�ساوي 0.5.  	 .d
يبلغ عدد �أيّام �سنة المريخ 686 يومًا. جدْ حجم العيّنة على المريخ التّي تجعل احتمال �أن يكون  	 .e 

ل�شخ�صين على الأقلّ من �أفرادها تاريخ الميلاد نف�سه �أكبر من 0.50.

الأعداد الع�شوائيّة
	�إذا اختير عددان من بين الأعداد ال�صحيحة من 1 �إلى 10 ع�شوائياً، وب�صورة م�ستقلّة. جدْ   .a 	.3 

احتمال �أن يكون:
	•  متو�سطهما 10

	•  مجموعهما �أكبر من 10
	•  الفرق بينهما 1

	�إذا اختير عددان من بين الأعداد ال�صحيحة من 1 �إلى 100 ع�شوائياً، وب�صورة م�ستقلّة.   .b 
جدْ احتمال �أن يكون:

	•  متو�سطهما 100
	•  مجموعهما �أكبر من 100

	•  الفرق بينهما 1

	�إذا اختير عددان من بين الأعداد ال�صحيحة من 1 �إلى n، جدْ عبارة بدلالة n لاحتمال �أن يكون:  .c
n متو�سطهما  •	

n مجموعهما �أكبر من  •	
	•  الفرق بينهما 1

ما الذي يحدث للاحتمالات الثلاثة في الفرع )c( عندما تزداد قيمة n كثيرًا؛ )�أيْ عندما ت�ؤول n �إلى  	 .d 
ما لا نهاية(؟
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الن�شاط الثاني
تحليل البيانات الإح�صائية لمتغير واحد �أو متغيرين

تحليل البيانات
في هذا الن�شاط �ستكتب تقريراً عن تحليلك للبيانات. ب�إمكانك اختيار بيانات بمتغير واحد وفي هذه الحالة �ستقارن 
نف�س نوع البيانات على حالتين )�أو �أكثر(. فمثلًا ب�إمكانك الح�صول على بيانات �أطوال الطلاب )هذا هو المتغير( ثم 
مقارنة �أطوال الطلاب في مدر�سة ما مع �أطوال الطلاب في مدر�سة �أخرى )الحالتين(. عو�ضاّ عن ذلك ب�إمكانك اختيار 
بيانات بمتغيرين وفي هذه الحالة �ستبحث عن علاقة بين المتغيرين. على �سبيل المثال يمكنك الح�صول على بيانات 

�أطوال الطلاب وقيا�سات �أحذيتهم )المتغيرين(.
على هذا الم�ستوى من التحليل �سن�ستخدم المقايي�س الإح�صائية التالية:

المقارنة بين مجموعات من البيانات بمتغير واحد: مقايي�س النزعة المركزية )المتو�سط الح�سابي، الو�سيط، المئين(، 
المدى  ن�صف  )المدى،  مثل  الانت�شار(  مقايي�س  �أي�ضاً  )وت�سمى  الت�شتت  ومقايي�س  المئينية(  )الدرجة  المئينية  الرتبة 

الربيعي، الانحراف المعياري، التباين(.

ال�صغرى(  المربعات  بطريقة  الخطي  )الانحدار  الانحدار  مقايي�س  بمتغيرين:  البيانات  من  بين مجموعات  المقارنة 
ومقايي�س الارتباط )معامل ارتباط �سبيرمان، معامل ارتباط بير�سون(.

لقد در�ست م�سبقاً هذه المقايي�س الإح�صائية و�إجراءات ح�سابها ومفاهيمها. �سوف لن نبين كل الإجراءات الح�سابية 
هنا ولمزيد من ال�شرح والمراجعة يمكنك الاطلاع على الموقع الإلكتروني  www.wikipedia.org  ب�شكلٍ دقيقٍ 

وكافٍ.

نحن ن�شجعك ب�شدة �أن ت�ستخدم الجداول الإلكترونية لح�ساب المقايي�س الإح�صائية التي تحتاجها. يجدر بك �أن ت�ستك�شف 
 ،)Formulas( لمعرفة الدوال المطلوبة للح�سابات الإح�صائية. ا�ضغط على قائمة ال�صيغ )Excel( برنامج الإك�سل
الإح�صائي  ال�صنف  لاختيار  للأ�سفل  ال�سهم  وا�ستخدم   )Insert Function( دالة  ادخال  على  ا�ضغط  ثم  ومن 
)Statistical category(. يمكنك الآن ا�ستك�شاف جميع الم�صطلحات الإح�صائية والدوال التي تحتاجها لذلك. �أهم 
ق�ضية عند �إدخال هذه ال�صيغ هي �أن بع�ض المقايي�س الإح�صائية التي تتعامل مع متغيرين تتطلب �صيغة م�صفوفية 
للمتغير �أو المتغيرات)Array formula(. وعلى وجه الخ�صو�ص ف�إن دالة الانحدار )LINEST( تعطي �أكثر من 

.) y = ax + b في معادلة خط الانحدار b و a قيمة )قيمة كل من
وتكون الطريقة هنا هي:

ظلل خليتين تريد �إظهار النتائج فيهما. 	•
= linest) اكتب 	•

ظلل مجموعتي البيانات تِباعاً 	•
اكتب القو�س الأيمن ) لإكمال ال�صيغة 	•

Ctrl+Shift+Enter ا�ضغط على المفاتيح 	•
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Gapminder الموقع الإح�صائي
�ألقِ نظرة على موقع Gapminder الإلكتروني: www.gapminder.org وذلك لمعرفة المزيد عن الموقع وما 
يحتويه. ادر�س واحداً �أو اثنين من الر�سوم البيانية التي تثير اهتمامك في هذا الموقع. �شغِّل خا�صية الر�سوم المتحركة 

لكي ت�شاهد حركة البيانات وتح�س بمعناها.

�إلى خيار DATA وت�صفح مجموعة البيانات الموجودة. هناك مجموعات كبيرة من البيانات مرتبة  الآن اذهب 
ترتيباً هجائياً. عندما تختار مجموعة من البيانات انقر عليها. في الـموجز )summary( انقر على الربط مع مرجع 
�إلكترونياً  افتح جدولًا  المطلوبة.  البيانات   )copy( وان�سخ  ظلل   .)Link to complete reference  ( كامل 

جديداً وال�صق )paste( البيانات في الجدول.
ا�ستنتاجات. على �سبيل المثال قمنا باختيار  �إلى  البيانات والتو�صل  مهمتك الآن هي ا�ستخراج معلومات من هذه 
1950م  المتوقع عام  العمر  البلدان. يمكننا مقارنة  المتوقع في مجموعة من  العمر  الكتروني يحتوي على  جدول 
مع  العمر المتوقع عام 2009م. بدايةً رتبنا البيانات ب�إزالة ال�صفوف التي تحتوي قيم مفقودة. ثم �أزلنا �أي �أ�سطر �أو 
�أعمدة لا نحتاج �إليها. بعد ذلك نح�سب المتو�سط والانحراف المعياري في هاتين ال�سنتين. �أخيراً ا�ستخدمنا دالة الرتبة 

المئينية لمعرفة ترتيب المملكة العربية ال�سعودية.
النتائج التي ح�صلنا عليها مو�ضحة في ال�شكل التالي:
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ال�صورة التالية تو�ضح ال�صيغ الم�ستخدمة:

بعد ذلك �سنتمكن من التو�صل �إلى �أن متو�سط العمر المتوقع ازداد من 49.5 �إلى 69.2 �سنة مع نق�صان ب�سيط في 
الانحراف المعياري من 11.5 �سنة �إلى 10.1 �سنة خلال ال�سنوات من 1950 �إلى 2009. هذا يقترح وجود تطور كبير 
في الرعاية ال�صحية في العالم خلال هذه الفترة مع تقارب الفروق بين الدول. موقع المملكة العربية ال�سعودية يبين 

راً كبيراً جداً، وذلك من الرتبة المئينية 22 في عام 1950 �إلى الرتبة المئينية  55 في عام 2009. تغيُّ

مهمتك الآن هي اختيار واحدة �أو �أكثر من مجموعات البيانات و�أن ت�ستنتج معلومات من هذه البيانات. يجب �أن تقدم 
تقريراً بالتحليل الذي �ستقوم به م�ستخدماً مدىً وا�سعاً �إن �أمكن من الإح�صائيات. يجب �أن يت�ضمن التقرير تحليلًا 

لبيانات بمتغير واحد وبمتغيرين.
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توزيع ذات الحدين 
�إذا كان p هو احتمال نجاح تجربة ما وكان n هو عدد التجارب ف�إن احتمال تحقيق عدد x من النجاحات هو:

q = 1 − p حيث

لاحظ �أن

يجب �أي�ضاً �أن تتذكر �أنُّ الدوال الموجودة في الجداول الإلكترونية تمكنك من ح�ساب الاحتمالات التراكمية ، حيث:

توزيع بوي�سون

y 0 0 0 0

P (Y = y) 0.2 0.21 0.49 0.1

•	
•	
•	
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الن�شاط الثالث
المتغيرات الع�شوائية المنف�صلة

لإكمال بقية الأن�شطة في هذه الوحدة �ستحتاج �إلى معرفة ما يلي:
جداول الاحتمالات
على �سبيل المثال:
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تذكر �أنُّ ال�صيغ الموجودة في الجداول الإلكترونية تمكنك من ح�ساب الاحتمالات التراكمية ، حيث:
 

فترات الثقة                 
                          

                 حيث     هو المتو�سط الح�سابي للعينة.

                            حيث  θ هي ن�سبة النجاحات في العينة.

وفيات حوادث المرور
ا�ستُخدم توزيع بوي�سون بدايةً من مخترعه �سايمون دِنِ�س بوي�سون لتحليل �إدانات المجرمين. يُ�ستخدم توزيع بوي�سون 
عادةً لتحليل الق�ضايا المتعلقة بحوادث المرور لأنها تقا�س بحدود معينة مثل عدد الإ�صابات في ال�سنة، عدد الحوادث 

لكل كيلومتر.
على �سبيل المثال �سيكون ا�ستخدام توزيع بوي�سون منا�سباً  لتحليل البيانات الآتية:

عدد الحوادث لكل يوم على امتداد طريق عام. )هذه البيانات ممكن ا�ستخدامها لتحليل مدى �أمان طريق ما(. 	•
عدد ال�سيارات التي ت�سلك طريقاً رئي�ساً و�سط المدينة في الدقيقة. 	•

�أو �شهر. �أ�سبوع  �أو  عدد الوفيات لكل يوم  	•
هذه بع�ض البيانات الم�أخوذة من قوات �شرطة كانوا ناجحين في تطوير �سلامة الطرق في منطقتهم خلال ال�سنوات 

الثلاث الما�ضية. من الممكن ر�ؤية هذه البيانات على الرابط الإلكتروني:

 http://www.psni.police.uk/daily_fatal.pdf

�إذا كان توزيع بوي�سون يمثل البيانات ب�شكل    قارن بين التوزيع الحقيقي وتوزيع بوي�سون لكل عام وقرر فيما  	.1
     جيد. )يجب �أن ت�أخذ بعين الاعتبار المتو�سط الح�سابي والتباين وكذلك �شكل التوزيع(.

توزيع بوي�سون يعتمد على كون حوادث المرور موزعة ب�شكل ع�شوائي وبنف�س الاحتمال لكل �شهر. ما هي    	.2
      العوامل الأخرى التي يمكن �أن ت�ؤثر في معدل وقوع حوادث المرور في �شهر ما؟

قارن بين العامين. ما مدى نجاح ال�شرطة؟ 	.3
على افترا�ض �أن النموذج الم�ستخدم �صحيح لعام 2010: 	.4

لم يكن هناك حوادث في �شهر فبراير. ماذا كان احتمال ح�صول ذلك؟ 	.a      
ا�ستخدم نموذج عام 2010 لح�ساب احتمال وقوع �أقل من 5 حوادث في يناير 2011. 	.b      

ا�ستخدم النموذج لح�ساب احتمال وقوع �أكثر من 6 حوادث في يناير 2011. 	.c      
�إذا كان عدد الوفيات يتناق�ص �أم يتزايد. 	�أوجد البيانات المرورية للمملكة العربية ال�سعودية وابحث فيما  .5

JFMAMJJASONDال�سنة

2009661413101091497611

2010507439445464
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التوزيعات المنف�صلة

تُعد محطة تلفزيون محلية برنامج م�سابقات يعتمد ب�شكل كبير على الحظ. يجب على الم�شاركين �أن يجيبوا على �أ�سئلة 
ثم يجمعوا نقاط عن طريق �سحب ثلاث كرات ملونة من كي�س معين. يحتوي الكي�س على 4 كرات ذهبية وثلاث كرات 
حمراء. �إذا ح�صلوا على كرة ذهبية يح�صلوا على 5 نقاط، و�إذا ح�صلوا على كرتين ذهبيتين يح�صلوا على 10 نقاط، 

و�إذا ح�صلوا على 3 كرات ذهبية يح�صلوا على 20 نقطة.

اح�سب عدد النقاط المتوقع لأحد المت�سابقين. 	.1
اح�سب التباين للتوزيع 	.2

     بعد عر�ض تجريبي للبرنامج، يقول المخرج �أن المت�سابقين بالمتو�سط لم يح�صلوا على عدد كافٍ من النقاط و�أنه 
     لم يكن هناك فروق كافية بين المت�سابقين. �أي�ضاً �أنه من ال�سهل الح�صول على القيمة الق�صوى و�أنه لايوجد فروق   

     كافية بين النتائج.
قم بو�ضع قوانين �أخرى للم�سابقة. 	.3

     ب�إمكانك تغيير عدد الكرات واللون وعدد النقاط الممكن الح�صول عليها. العدد المتوقع للنقاط يجب �أن يكون
     5 ± 100والتباين يجب �أن يكون  10 ± 50

     عند ت�صميم لعبتك يجب �أن ت�أخذ بعين الاعتبار ما يلي:
هل يكون البرنامج التلفزيوني جيداً �إذا كان من ال�سهل جداً الح�صول على الحد الأق�صى من النقاط؟ 	•    

كيف يمكنك التحكم في ذلك با�ستخدام الكرات الموجودة في الكي�س؟ 	•    
يجب �أن تكون القوانين �سهلة الفهم على الم�شاهدين الجدد. 	•    

يجب �أن يكون ب�إمكان كل مت�سابق الح�صول على نقاط، و�إلا �سيفقد اهتمامه. 	•    

تعداد الحيوانات

عد الحيوانات البرية �أمر �صعب جداً ولكنه �أ�صبح مهماً ب�شكل متزايد حيث �أن الإن�سان يحاول �إدارة بيئة الأ�صناف 
المعر�ضة للانقرا�ض. لقد �أ�صبحت بع�ض طرق العد �أكثر تطوراً من خلال ا�ستخدام الطائرات و�أجهزة الا�ستقبال التي 
تعمل بالأ�شعة تحت الحمراء. لكن هناك طريقة اخرى لعد الحيوانات ا�ستُخدمت قديماً وهي �سهلة التطبيق و�أرخ�ص 

بكثير من ا�ستعمال الطائرات.
الخطوات التالية تو�ضح كيفية عمل هذه الطريقة عند عد الغزلان في الغابة:

يقوم ال�شخ�ص الجوال ومعاونيه ب�إم�ساك ع�شرين غزال في اليوم ويقوموا بو�ضع �صبغة لونية عليها بحيث   	•    
         يمكن تمييزها في الم�ستقبل.

بعد ذلك يتم �إطلاق هذه الغزلان �إلى البرية. 	•    
بعد �شهر )يجب �أن تت�أكد �أن لا تفعل ذلك في ف�صل الربيع حيث يولد الكثير من الغزلان( تقوم ب�إم�ساك ع�شرين     	•    

          من الغزلان وتح�سب عدد الغزلان التي تم و�ضع علامة ال�صبغ عليها.

�أ�سئلة:
كيف يمكن لذلك �أن ي�ساعد الجوالة على تقدير عدد الغزلان في الغابة ؟ 	.1

ما هي حدود فترة ثقة %90 لعدد الغزلان في الغابة؟ 	.2
ما هي الافترا�ضات التي و�ضعتها في ح�ساباتك؟ هل افترا�ضاتك معقولة؟ 	.3
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�ستحتاج في هذا الن�شاط �إلى �أن تكون قادراً على ا�ستخدام ال�صيغ التالية:

دالة كثافة الاحتمال

             . b و�أعلى قيمة a يمكن نمذجة توزيع لمتغير مت�صل لمجموعة من البيانات بالدالة         حيث �أقل قيمة دنيا
)�أو بتعريف مجال الدالة على           (.                    

يجب �أن تحقق الدالة ال�شرط  التالي: 

وفق هذا النموذج ف�إن الاحتمالات تعطى بـاِلعلاقة

التوزيع الطبيعي
يعطى التوزيع الطبيعي بِدالة كثافة الاحتمال:

 

حيث µ  ترمز �إلى المتو�سط الح�سابي و  σ �إلى الانحراف المعياري للدالة.

فترات الثقة
  

                           حيث        هو الو�سط الح�سابي للعينة.

نظرية النهاية المركزية
عندما يكون الانحراف المعياري غير معلوم والتوزيع الأ�صلي للبيانات معلوم لدينا �أنه توزيع طبيعي يمكننا ا�ستخدام 
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بيانات الطالب
قم بزيارة الموقع الإلكتروني                                                                                      )التعداد في المدار�س(، وهو موقع 
غني ببيانات �شخ�صية لطلاب مدار�س جُمعت من انجلترا وويلز في المملكة المتحدة. �إذا كان ب�إمكانك �إيجاد �أو جمع 

معلومات م�شابهة عن منطقتك، ف�إن ذلك  �سيكون جيداً للمقارنة.

افح�ص متغيرات مثل الطول، وقت النوم، طول القدم ... �إلخ
�أي من هذه المتغيرات من المحتمل �أن يكون تمثيلها بالتوزيع الطبيعي ناجحاً؟ و�ضح لماذا.

حلل بالتف�صيل البيانات الخا�صة لأحد هذه المتغيرات.
ا�ستخدم جدولُا �إلكترونياً لعمل جدول تكراري.

قارن توزيع البيانات التي اخترتها بالتوزيع الطبيعي الذي له نف�س الو�سط الح�سابي والتباين لتوزيع بياناتك.

�إنجلترا وقارنه بح�سابات  �أطول من 1.8 متراً في  �أن يكون طفل عمره 16 �سنة  ا�ستخدم البيانات لح�ساب احتمال 
مماثلة لطفل في ويلز.

ما تف�سيرك للفرق بين الإجابتين؟
ب�إمكانك ا�ستخدام حا�سبة المنحنى الطبيعي الإلكترونية على الرابط  التالي )�أو ا�ستخدم جهازك الخا�ص كالحا�سب 

الآلي �أو المحمول �أو الجداول(:
http://www.math.csusb.edu/faculty/stanton/m262/normal_distribution/normal_distribution.html 	 

قم بقيا�س طول جميع طلاب �صفك.
ا�ستخدم هذه العينة لتقدير متو�سط �أطوال الطلاب من عمرك في بلدك.

اح�سب فترة الثقة %90 لتقديرك.
بيّن الافترا�ضات التي ا�ستخدمتها في ح�ساباتك.

كيف يقارن طولك ب�أطوال ه�ؤلاء في �إنجلترا؟

 

 http://www.censusatschool.org.uk/  

	.1

	.2

	.3
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الإحتبا�س الحراري
يعتبر الإحتبا�س الحراري من الظواهر التي تهمنا جميعاً ولكن العلماء لم يوافقوا على �أنها تحدث �أ�صلًا حتى وقت 
قريب. �أما الآن فمعظم العلماء متفقون على حدوثه ولكنهم لم يتفقوا على �أن �سبب حدوث هذه الظاهرة هو الإن�سان. 
بع�ضهم يقول �إن ال�سبب هو القوى الطبيعية مثل الن�شاط المتغير في ال�شم�س ولكن الكثيرين يقولون �أنها ب�سبب �إطلاق 

ثاني �أك�سيد الكربون في الجو.
�أحد �أكبر مجموعات بيانات درجات الحرارة موجودة في المكتب البريطاني للأر�صاد الجوية وهي �أقدم مجموعة 

بيانات مت�صلة لدرجات الحرارة في العالم. ب�إمكانك تحميل مجموعة بيانية من خلال الرابط:
 http://www.metoffice.gov.uk/hadobs/hadcet/ssn_HadCET_mean.txt

ان�سخ مجموعة البيانات من عام 1660 حتى عام 2010 والتي تجدها على الرابط �أعلاه، ثم �أل�صقها �صفحة جداول 
�إلكترونية .

	�أوجد الو�سط الح�سابي والتباين لعينة من عام 1660م �إلى 1980م في كل من الف�صول الأربعة. عليك �أن تفعل    .1
      هذا با�ستعمال �صيغ منا�سبة في الجدول الإلكتروني.

�إلى 2010م. a.  �أوجد توزيع المعاينة )التوزيع العيني( لعينة حجمها 30 لأحد الف�صول من عام 1981م  	.2
      b.  ما احتمال �أن يكون متو�سط درجة الحرارة في ال�سنوات الع�شر الأخيرة ح�صل �صدفةً و�أن الاحتبا�س الحراري   

          لم يحدث؟
      c.  ف�سر نتائجك وناق�ش ق�ضية �أن الإنحبا�س الحراري يحدث �أو لا يحدث.
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الوحدة التا�سعة
النهايات والا�شتقاق
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x-4-3-2-101234

f (x)

الن�شاط الأول  
الدوال التي هي نف�س م�شتقتها

الأهدافُ التعلميّةُ للوَحدةِ
تطوير فهم لخ�صائ�ص الدوال الأ�سيّة والمثلثيّة. 	•

�أهمية الا�شتقاق في حل م�سائل تطبيقية على القيم الق�صوى.  تقدير  	•

حول هذه الوحدة

�سوف ندر�س في هذا الن�شاط �سلوك دالتين لهما خا�صية �أن م�شتقة كل منهما هي نف�س الدالة. المثال الأول هو دالة 
. f (x) = 0  ال�صفر

1. ان�سخ و�أكمل الجدول التالي والذي يمثل الدالة f (x) = 0. )�سوف ت�ستخدم ال�صف الأخير من الجدول فيما بعد(.

 .−4 ≤ x ≤ 4 2. ان�شئ التمثيل البياني للدالة في الفترة 	
3. ما هي قيمة ميل منحنى الدالة في الحالات التالية : 	

   x = −2 	.a           
     x = 3 	.b           

ت�شتمل هذه الوحدة على �أن�شطة تتعلق بعملية الا�شتقاق، حيث �سيتم درا�سة خ�صائ�ص الدالة الأ�سيّة ex من منظورح�ساب 
التفا�ضل كما �سيتم درا�سة بع�ض خ�صائ�ص الدالتين المثلثيتين  sin x و cos x. �سوف تقوم بالعمل على العديد من 

الم�سائل التي يمكن حلها با�ستخدام التفا�ضل.
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الآن �أكمل ال�صف الأخير من الجدول ب�أن ت�ضع فيه قيم م�شتقة الدالة عند قيم x المعطاة.
�أنها  �أنها تحقق الخا�صية التي ذُكرت �سابقاً، وهي  �أنه يجب ملاحظة  �إلا  �أن دالة ال�صفر تعد ب�سيطة  على الرغم من 

ت�ساوي م�شتقتها. وهذا يعني �أن تكامل الدالة هو نف�س الدالة، كما هو مبين �أدناه
      [1]

ما قمنا به هنا هو بب�ساطة �إجراء التكامل لطرفي المعادلة الأولى ، وا�ستخدمنا حقيقة �أن تكامل الم�شتقة يعطي دائما 
نف�س الدالة )م�ضافاً �إليه مقدار ثابت(.

وهذا يعني �أننا يجب �أن نح�صل على النتيجة التالية عند �إجراء التكامل المحدد: 
      [2]

ا�شرح �أ�سباب توافق المنحنى مع المعادلة ]2[
الآن من خلال ملاحظة بع�ض التفا�صيل لخ�صائ�ص دالة تكون هي نف�س م�شتقتها، �سوف يتبادر �إلى الذهن ال��سؤال 

التالي:
هل يوجد دوال اخرى تحقق هذه الخا�صية؟

يجب �أولًا اعتبار الجملة التالية:
�إذا كانت الدالة م�ساوية لم�شتقها ف�إن الدالة وم�شتقتها لهما نف�س الإ�شارة.

يمكن �أن ن�ستنتج من الجملة ال�سابقة �أن قيمة الدالة تكون دائماً �إما موجبة او دائماً �سالبة. �أذكر ال�سبب؟
�أن�شئ تمثيلًا بيانياً يو�ضح كل حالة في ال��سؤال ال�سابق. اكتب بع�ض الملاحظات التي تو�ضح الخ�صائ�ص الرئي�سة 

للتمثيل البياني.
�سنحاول الآن �إيجاد �شكل محدد للدوال التي قمت بتمثيلها بيانياً. في البداية �سنقوم بتعريف عدد مميز �سوف نرمز 

له بالرمز e وهو على ال�شكل: 

 [3]

ان�سخ و�أكمل الجدول التالي وو�ضح كيف تتقارب المت�سل�سلة عند اعتبار عدد �أكبر من الحدود

n123456

12مجموع �أول n من الحدود

( ) = ′ ′( ) ⇒ ( ) = ∫∫ ( ) = ( ) +( ) = ( ) ( ) = ( ) = ( ) +

( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( ) = 0 − 0 = 0
=

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

	.4

	.5

	.6
	.7

	.8
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 e2  وذلك لإيجاد المت�سل�سلة التي تمثل e 9. �سنقوم الآن ب�إيجاد مربع المت�سل�سلة التي تمثل المقدار
                                                                                                                                                      ]4[                                                                                                                          

       a. ا�شرح كيفية الح�صول على هذه النتيجة من خلال �ضرب كل حد بالآخر.
	 b. ت�أكد من �أن المت�سل�سلة �سوف تعطي القيمة ال�صحيحة )e=2.718 مقرباً �إلى ثلاث منازل ع�شرية(.

10. تعطينا المعادلتين ]3[ و ]4[ مت�سل�سلة تمثل المقدار ex وهي 
                                                                                            
                                                                                                                                                       ]5[                                                                                       

�أثبت �أن المت�سل�سلة �سوف تعطينا القيمة ال�صحيحة في الحالات التالية:
         x = 3   .a 	

 .x = 0.5   .b 	
 x  = -1 .c 	

11. من خلال ا�شتقاق كل حد في المت�سل�سلة في ]5[، �أثبت �أن م�شتقة الدالة  ex   هي ex  نف�سها.
f (x) = 0 الاختباران التاليان تم تطبيقهما على الدالة 	.12

.x الدالة ت�ساوي ميلها عند جميع قيم  .a           
.b و a الدالة ت�ساوي معكو�س دالتها الا�صلية:                                                                                لجميع قيم   .b    	

          �أثبت �أن الدالة y=ex تحقق الاختبارين ال�سابقين كذلك.
�أن�شئ جدول للدالة y=ex بحيث �أن   x ≤ 2 ≥ 3−  ومن ثم �أوجد التمثيل البياني لهذه الدالة.  .13

          قارن هذا التمثيل البياني مع التمثيل البياني في ال��سؤال 7.
14. لقد اقترحنا في ال��سؤال 7 وجود دالة تكون قيمتها �سالبة دائماً وت�ساوي م�شتقتها. ما هي هذه الدالة؟ 

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.

= 1 + 1 + 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
…

 2 = 1 + 2 + 22

2!
+ 23

3!
+ 24

4!
…

∫ ( ) = [ ( ) + ] = ( ) − ( )
=

  − 3  x  2.
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الن�شاط الثاني
ا�ستك�شاف الميل

�سوف ن�ستخدم في هذا الن�شاط �أحد برامج التمثيل البياني لا�ستك�شاف الميل لدوال مختلفة.

با�ستخدام برنامج جيوجبرا، حيث يقوم البرنامج    f (x) = x2  يو�ضح ال�شكل التالي تمثيل بياني متكامل للدالة
 .x بر�سم قيمة لميل الدالة لمدى معين من قيم

الم�ستقيم ذي اللون البنف�سجي يمثل مما�ساً للمنحنى عند نقطة واقعة عليه والم�ستقيم ذي اللون الأحمر المنقط ي�سجل 
قيم الميل للمما�س في حال تحرك النقطة على المنحنى.

اتبع الخطوات التالية لتقوم بعمل التمثيل البياني الخا�ص بك.
1.قم بفتح ملف جديد با�ستخدام برنامج جيوجبرا. 

a.  اختر عر�ض الر�سم )Graphic View( من قائمة الخيارات )Options( ، ثم �أظهر ال�شبكة من خلال خيار  	
 .)Grid( شبكة�            

b.  �أدخل ال�صيغة f (x) = x^2  في منطقة الإدخال الموجودة في �أ�سفل ال�شا�شة. 	
c.  �أ�ضف محرك انزلاق )Slider( وقم بت�سميته t. �أبق جميع خ�صائ�ص محرك الإنزلاق كما هي. 	

d.  ادخل ال�صيغة P = (t, f (t)) . هذه ال�صيغة �ستعطي نقطة واقعة على المنحنى. 	
e.  اختر �أمر المما�س )Tangent Tool( وقم بال�ضغط على النقطة p وبعد ذلك على المنحنى. 	

f.  اختر �أمر الميل )Slope( ومن ثم ا�ضغط على المما�س الذي قمت باختياره في الخطوة ال�سابقة. 	
 m تمثل( .x هذا �سيعطينا ت�سجيل لنقطة تمثل قيمة الميل عند قيم معينة للمتغير .D = (t, m) ادخل ال�صيغة  .g 	

           ميل المما�س(. وفي النهاية ا�ضغط على خيار التتبع )Trace( للنقطة D )من خلال ال�ضغط بالزر الأيمن 
           على محرك الإنزلاق(. �سوف تعطي هذه الخطوة الر�سم المو�ضح �أعلاه.
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يمكنك تغيير اللون ونمط الخطوط والنقاط لجعل ال�شكل �أكثر و�ضوحاً.
�سوف تقوم الآن با�ستخدام التمثيل البياني الذي ان�ش�أته لا�ستك�شاف خ�صائ�ص الميل لبع�ض الدوال ال�شائعة �إبتداءاً 

. f (x) = x2 من الدالة

 .x لقيم مختلفة من f (x) = x2 سوف يعطينا قيم الميل للدالة� D إن تتبع النقاط الناتجة من حركة النقطة� .a .2
         جميع هذه النقاط تقع على م�ستقيم يمثل دالة الميل للدالة f (x) = x2. ما هي معادلة هذا الم�ستقيم؟

b. �أدخل معادلة الم�ستقيم التي ح�صلت عليها في الفقرة )a( في منطقة الإدخال وقارن مطابقة الم�ستقيم مع     	
.D النقطة           

�إر�شاد: للإعداد للر�سوم المتحركة التالية ، يجب حذف المعادلة التي قمت ب�إدخالها من خلال ال�ضغط عليها بالزر 
الأيمن وحذفها. وبعد ذلك قم ب�إعادة تتبع النقطة D من خلال ال�ضغط بالزر الأيمن على النقطة D واختيار �إغلاق 

التتبع ثم �إعادة ت�شغيل التتبع للعودة مرة �أخرى.

a.3. قم بال�ضغط مرتين على قائمة الدالة f (x)  في قائمة عر�ض الجبر )Algebra View( وقم بتغيير  �صيغتها    
         من f (x) = x2  �إلى ال�صيغة f (x) = x2 − 5.  ا�ضغط زر الت�شغيل لإعادة ت�شغيل الر�سوم المتحركة.

   b.  �أوجد دالة الميل للدالة الجديدة. ا�شرح اجابتك.

.f (x) = x3 إلى ال�صيغة�   f (x) الآن غير �صيغة الدالة  .a.4
    b. �أوجد دالة الميل للدالة f (x) = x3  . ا�شرح اجابتك.

5. �أوجد دالة الميل للدوال التالية. وفي كل حالة ا�ستخدم التمثيل البياني لتتبع قيمة الميل ومن ثم �أوجد المعادلة 
     وت�أكد من ذلك من خلال المقارنة مع التمثيل البياني.

   

�سوف تقوم الان با�ستخدام التمثيل البياني لدرا�سة دوال الميل لبع�ض الدوال المثلثية. لعمل ذلك قم باتباع نف�س     	.6
      خطوات ال��سؤال الأول، لكنك �ستحتاج �إلى �إجراء التعديلات التالية:

•	 قم بتغيير وحدة قيا�س الزاوية �إلى التقدير الدائري )من خلال قائمة خيارات( 	
•	 قم بتغيير المحاور الإحداثية بحيث تكون وحدة قيا�س المحور x هي       . )من خلال قائمة خيارات ومن ثم   	

π         اختر  عر�ض الر�سم ) Graphic View ( ثم ا�ستخدم القائمة المن�سدلة ل�ضبط وحدة القيا�س لتكون      (
2

π
2

		  f (x) = 3x
		  f (x) = 4x + 9
		  f (x) =     + 5x
		  f (x) = ex

		  f (x) =
		  f (x) = ln x

x2

2

1
x

.a
.b
.c
.d
.e
.f
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•	 وبعد ذلك �أدخل كلًا من الدوال التالية  وقم بدرا�سة دالة الميل كما فعلنا من قبل.
f (x) = sin x 		
f (x) = cos x 		
f (x) = tan x 		

.a 	

.b 	

.c

الن�شاط الثالث
القيم العظمى وال�صغرى

لنفتر�ض �أن لدينا ورقة مربعة ال�شكل طول كل من �أ�ضلاعها 1m. لكي نن�شئ �صندوقاً مفتوحاً من الأعلى �سوف نقوم 
بق�ص �أربعة مربعات متطابقة عند الزوايا الاربع للورقة وبعد ذلك نقوم بثني الورقة كما هو مو�ضح في ال�شكل:

�أوجد �أبعاد المربعات المق�صو�صة لكي نح�صل على �صندوق حجمه �أكبر ما يمكن.
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�سوف نقوم بدرا�سة هذه الم��سألة بطريقة عددية من خلال ا�ستخدام جداول الكترونية حيث �سن�ستخدم ال�سنتيمتر كوحدة 
قيا�س في هذه الم��سألة.

		�إذا كان طول كل من المربعات المق�صو�صة هو xcm  ، ف�أوجد المعادلة التي تمثل حجم ال�صندوق الناتج.  .1

من خلال المعادلة التي ح�صلت عليها في ال��سؤال 1، ما المدى الممكن لقيم x؟ 		 .2

بياني يو�ضح كيفية  �إلكترونية وكذلك عمل تمثيل  لعمل نموذج لجداول  التي ح�صلت عليها  المعادلة  ا�ستخدم  		 .3
.x تغير حجم ال�صندوق مع تغير قيمة

ا�ستخدم الجداول الإلكترونية لتقدير قيمة x والتي تعطينا القيمة العظمى لحجم ال�صندوق. 		 .4

�سوف ن�ستخدم الان طريقة ح�ساب التفا�ضل لإيجاد القيمة الدقيقة للحل.

.x هي دالة تمثل حجم ال�صندوق. ا�شتق هذه الدالة لتح�صل على الم�شتقة       بدلالة       )x( 5. لنفر�ض �أن

6. حل المعادلة 0=        بدلالة x. �أي حلول هذه المعادلة يعطيك �أكبر حجم ممكن  لل�صندوق؟

	�أثبت �أن الحل الذي ح�صلت عليه من خلال الإ�شتقاق يتوافق مع الحل العددي الذي ح�صلت عليه م�سبقاً   .7
      با�ستعمال الجداول الإلكترونية.

      نقدم الآن بع�ض الم�سائل المرتبطة بالقيم الق�صوى لكي تقوم ب�إيجاد حلول لها. في كل حالة ان�شئ نموذج لجداول    
      �إلكترونية لإيجاد الحل العددي ومن ثم �أوجد الحل الدقيق.

قام مزارع ببناء حظيرة للأغنام م�ستطيلة ال�شكل با�ستخدام 100 من الألواح طول كل منها 1m وذلك لعمل     	.8
      �سياج حول الحظيرة.

      ما هي �أكبر م�ساحة ممكنة للحظيرة يمكن احاطتها بال�سياج؟

dV
dx

dV
dx

V
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مزارع �آخر لديه 100 من الألواح طول كل منها 1m وذلك لعمل �سياج لحظيرة �أغنام. �أحد جوانبها على    	.9
      هو جدار طويل ، كما هو مبين في ال�شكل التالي:

      ما هي �أكبر م�ساحة ممكنة لهذه الحظيرة؟

 
.10cm طول كل من �أ�ضلاعها ABCD يو�ضح ال�شكل التالي قطعة معدنية مربعة ال�شكل 	.10

         تم و�ضع م�سمار P يتحرك في الاتجاهين على طول الم�ستقيم ST ليكون �أ�شبة ب�آلة نحت تتحرك بالتوازي مع 
         الحافتين AB و DC ويقع في منت�صف الم�سافة بينهما.

 

.P ومو�صلة مع الم�سمار D و C و B و A يوجد �أربع �أ�سلاك حمراء اللون مربوطة بر�ؤو�س المربع         
	�أثبت �أن مجموع �أطوال الأ�سلاك الأربعة يكون �أقل ما يمكن عندما يكون الم�سمار P واقع في مركز المربع. .a         

	�إذا كان الم�ستقيم المنحوت ST واقع على م�سافة 2cm عو�ضاً عن الم�سافة   5cm فما هو �أف�ضل موقع    .b         
               للم�سمار P والذي يجعل مجموع �أطوال الأ�سلاك �أقل مايمكن؟
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الن�شاط  الرابع
مع�ضلة الرماة

يو�ضح ال�شكل التالي مخطط لجزء من طريق يمر بمحاذاة البحر. الدائرة ذات اللون البني تمثل برميلا �أ�سطوانيّ ال�شكل 
موجود في المياه كهدف للرماية. قطر البرميل ي�ساوي 1m ومركزه يبعد م�سافة 5m عن النقطة A والتي تمثل �أقرب 

نقطة للبرميل بالن�سبة �إلى الطريق.

يقف رامي القو�س عند النقطة B والتي تبعد 5m عن النقطة A ويقوم برمي ال�سهام باتجاه البرميل. يح�صر الخطان 
.B المنقطان زاوية الهدف وتقا�س ابتدءاً من النقطة

.B اح�سب قيا�س زاوية الهدف )بالدرجات( عندما يقف الرامي عند النقطة .a 	.1
.D و C و A اح�سب قيا�س الزاوية عندما يقف  الرامي عند النقاط .b     

      c. اذا كان ب�إمكان الرامي �أن يقف في �أي مكان على الطريق بحيث لا يدخل في المياه ، فما هو �أف�ضل موقع للرامي  
          للح�صول على �أف�ضل فر�صة لإ�صابة الهدف ؟ ا�شرح �إجابتك.
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تم تحديد هدف �آخر داخل المياه بمحاذاة الطريق نف�سه كما هو مو�ضح في ال�شكل التالي: 	.2

تم تحديد الهدف هنا ليكون على �شكل م�سطح والمطلوب من الرامي �إ�صابة هذا الهدف الم�سطّح.
.F يو�ضح ال�شكل قيا�س زاوية الهدف عند م�شاهدتها من النقطة 	•

لن ي�ستطيع الرامي م�شاهدة الهدف من النقطة E وبالتالي فمن الم�ستحيل �إ�صابته من هذه النقطة. 	•
الرامي  �أن  ال�سابق(  ال��سؤال  في  )كما  الاعتبار  بعين  الأخذ  الهدف مع  لإ�صابة  فيه  ليقف  للرامي  �أف�ضل موقع  �أوجد 

ي�ستطيع الوقوف في �أي مكان على الطريق ولكن دون الدخول في المياه.
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الوحدة العا�شرة 
حل م�سائل متقدمة 
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�أو المقام. 1.  اكتب جميع الك�سور الم�ألوفة التي يمكنك كتابتها با�ستخدام العددين 1 ، 0 في الب�سط 
2.  �إن المتتابعة التي تمثلها الك�سور في ال��سؤال ال�سابق هي متتابعة  فيري الأولى  F1 �أوجد متتابعات فيري الثلاث 

  F4 و F3 و F2    :التالية       
3.    يعرف و�سيط الك�سرين        و         على ال�شكل التالي: 

          بين ان كل المتتابعات التي �أن�ش�أتها لها الخا�صية التالية:
�أي ك�سر في المتتابعة )عدا الك�سرين الأول والأخير( ي�ساوي و�سيط الك�سرين المجاورين له.

Fn إن خا�صية و�سيط الك�سور في متتابعة فيري توفر طريقة ب�سيطة لإيجاد المتتابعة�
       F4    من   F5  ا�ستخدم على �سبيل المثال الخطوات التالية لإيجاد    Fn − 1   إذا عُلمت المتتابعة�

اكتب  F4 مع ترك فراغات بين الحدود. 	•
�أوجد الو�سيط لكل حدين متجاورين واكتبه بينهما. 	•

�إحذف الو�سيطات التي مقامها لا ي�ساوي 5. 	•
     ت�أكد �أن ما �ستح�صل عليه هو:

F5  = 

a
b

c
d

a + c
b + d

الن�شاط الأول
متتابعات فيري و دوائر فورد

الهدف التعلميّ للوَحدةِ
معالجة نطاق وا�سع من الم�سائل الريا�ضية ذات محتوى م�ألوف وغير م�ألوف. 	•

حول هذه الوحدة

تحتوي هذه الوحدة على مختارات من التحديات الريا�ضية والتي �ستقوم با�ستك�شافها. تغطي الن�شاطات نطاق وا�سع 
من الموا�ضيع التي تحتوي على الأعداد والح�ساب، والهند�سة، والجبر والتمثيل البياني لأنظمة ريا�ضية. �ستكون هناك 
بع�ض الموا�ضيع غير الم�ألوفة لديك. ينبغي �أن ت�ستغل الفر�ص المتاحة لا�ستك�شاف الأفكار المثيرة لإهتمامك وكيفية 

التعامل مع الأ�سئلة في الن�شاطات كنقطة انطلاق ولي�س كنهاية للمو�ضوع.

0
1{ 1

5
1
4

1
3

2
5

1
2

3
5

2
3

3
4

4
5

1
1}, , , , , ,, , , ,
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4. جد متتابعتي فيري التاليتين F6  و F7  م�ستخدماً طريقة الو�سيط.
�إلى المتتابعات الك�سرية التي كتبناها من وجهة نظر هند�سية. 5. �سننظر الآن 

      واجعل تدريج الفترات بطول 0.1 على طول كلٍ من المحورين.
       �سنر�سم الآن دائرة فورد )Ford Circle( المرتبطة بالك�سر      ، با�ستخدام التعريفات التالية:

•	 قطر دائرة فورد الرتبطة بالك�سر       هو
•	 كل دائرة من دوائر فورد تقع فوق الك�سر المرتبطة به، بمعنى �أن قاعدة الدائرة )�أخف�ض نقطة في منحنى الدائرة( 

المرتبطة بالك�سر       هي عند النقطة
                        �أو ب�صورة مكافئة:

•	 مركز دائرة فورد المرتبطة بالك�سر          هي النقطة                     ، ون�صف قطرها هو
        بالن�سبة للك�سر         ، �أر�سم دائرة قطرها 5 �سم، بحيث تكون �أخف�ض نقطة فيها هي النقطة .(0 ,0.5)

        )ب�صورة �أخرى، يكون ن�صف قطر الدائرة 2.5 �سم ومركزها في النقطة (0.125 ,0.5).
6. ار�سم الآن جميع دوائر فورد في المجموعة F5 ، وعلى نف�س الم�ستوى الإحداثي.

�إلى الآن. 7. لا تتقاطع �أي من الدوائر التي ر�سمتها 
     a. بيّن ح�سابياً �أن دائرتي فورد للك�سرين        و        تتلام�سان ولكنهما لا تتقاطعان.

     b. تعد       و       ك�سور وحدة؛ وهي ك�سور ب�سطها هو العدد 1. بيّن �أن دائرتي فورد لأي  ك�سرين متتاليين من ك�سور  
         الوحدة تتلام�سان ولكنهما لا تتقاطعان..

8. �إن �أكبر دائرة فورد ر�سمتها هي الدائرة المرتبطة بالك�سر     ، وهي ملام�سة لجميع دوائر ك�سور الوحدة على الر�سم      
     البياني. هل يمكنك �إثبات ذلك جبرياً؟

1
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b
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b

a
b

1
b 2

(    ,       )a
b

1
2b 2

1
2b 2

1
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1
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1
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1
3
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1

1
2

a
b(    , 0 )

     �أر�سم المحورين الإحداثيين على ورقة ر�سم بياني، �ستحتاج �إلى الربع الأول ) قيم x و y  موجبة( وكذلك �ستحتاج �إلى    
     �أن يكون طول كل محور 20 �سم. �سمِّ المحاور م�ستخدماً مقيا�س ر�سم مقداره 20 �سم لكل وحدة على كلا الإتجاهين، 
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 .)Sine( الجيب  دوال  مت�سل�سلة من  با�ستخدام  ب�سيطة  دورية  دالة  تقريب  بمحاولة  الن�شاط  هذا  التحدي في  يتمثل 
الخطوات �أدناه تو�ضح كيف تفعل ذلك عن طريق العمل على مثال واحد على �أن  تقوم بحل المثالين الآخر بنف�سك.

1. يو�ضح ال�شكل جزءاً من الدالة الدورية
     التي �سوف نقربها وت�سمى دالة"�سن المن�شار" 

    )Sawtooth(     
       •   افتح ملف جيوجبرا جديد.

        •   ا�ضبط "مقيا�س الر�سم" و "عر�ض ال�شبكة" ب�شكل     
            منا�سب ثم ا�ستخدم �أداة "قطعة م�ستقيم"

          )Line Segment( لر�سم الدالة. غيّر لون 
           وعر�ض القطع الم�ستقيمة وت�أكد من �إخفاء 

         الت�سمية.

  2. �سوف ن�ستخدم الآن �سل�سلة من دوال الجيب )Sine( لتقريب دالة "�سن المن�شار". لكننا في البداية
      �سوف ننتج دالة لها نف�س ال�شكل العام ال�صحيح، ومن ثم نحولها قدر الإمكان حتى يتوافق مع "دالة 

      �سن المن�شار".
قم �أولًا ب�إخفاء القطع الم�ستقيمة الحمراء التي ت�شكل"دالة �سن المن�شار".  	•     

            �سوف تقوم ب�إظهارها لاحقاً، وذلك عندما تكون جاهزاً لمقارنته مع الدالة التقريبية التي تجدها.
y = sin x كتقريب �أولي، �أدخل الدالة 	•     

 y = sin (x) +       sin (2x)       .�y = sin (x)  3. غيّر الآن ال�صيغة   
  y = sin (x) +     sin (2x) يمكنك كتابة        

 .)Input( في منطقة الإدخال        
        يجب �أن يكون ال�شكل الناتج كما هو مو�ضح 

       جانبا.ً

1
2

1
2

الن�شاط الثاني
ا�ستك�شاف الموجات

�إلى
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قم الآن بزيادة عدد الحدود الم�ستخدمة في التقريب.    
 ربما �ستتوقع الآن النمط الذي �ستتبعه. الحد التالي هو:                                               
                ، وهكذا. �إذا ا�ستمرت الحدود حتى  ت�شتمل الحد 

ح: الذي فيه  x7   ، ف�إن التقريب �سيكون كما هو مو�ضَ
يبين ال�شكل التقريبين الثاني وال�سابع للمقارنة. لاحظ �أن 
التقريب ال�سابع هو �أكثر قرباً لل�شكل الأ�صلي  لدالة "�سن 
المن�شار"، فهو يرتفع بحدة ثم ينحدر على �شكل م�ستقيم 
�أن زيادة  حدود �أخرى �سوف يح�سن  تقريباً. على الرغم 

من التقريب ف�إن ما قمنا به �إلى الآن يكفي لتحقيق الغر�ض.  نحتاج الآن �إلى تحويل هذا التقريب حتى ي�شبه دالة "�سن 
المن�شار" قدر الإمكان.

اجعل القطع الم�ستقيمة لدالة "�سن المن�شار" الآن 
ظاهرة. يجب �أن يكون ال�شكل على النحو المجاور

اجعل المنحنى الآن ينطبق على دالة "�سن المن�شار"
     ،   f (x)افتر�ض �أن الدالة التقريبية ت�سمى .a

. y = f ( x*2*π)  :أدخل ال�صيغة�      
b. �أخفِ التقريب ال�سابق.

نف�س  له  هذا  ف�إن  التالي،  ال�شكل  في  يظهر  كما      
      ت�أثير مطابقة تردد التقريب لدالة "�سن المن�شار".

الخطوات التالية هي ل�ضبط قيمة ال�سعة"amplitude" للتقريب .
. π ا�ستخدم جيوجبرا لقيا�س قيمة ال�سعة للتقريب؛ يجب ان تجد �أن قيمته تقترب من 	•     

                        y =           :و�أدخل ال�صيغة ،  h (x)  افتر�ض �أن �آخر تقريب هو 	•     
الخطوة الأخيرة هي �ضبط الو�ضع العمودي للتقريب.

افتر�ض �أن �آخر تقريب هو h (x)  و�أدخل ال�صيغة:            	•     

                                           

التقريب الكامل يجب �أن يكون كما في ال�شكل المجاور.
"�سن  موجة  تقريب  بناء  بنجاح  اكملت  قد  كنت  �إذا 

،)Sawtooth wave( "المن�شار
على  التحليل  نف�س  �إجراء  تحاول  �أن  الآن  عليك  ف�إنه 

الأ�شكال الموجية المعرو�ضة في ال��سؤالين 8 و 9.

g(x)
π

1 sin(3 )
3

x

1
2  y = h (x) +

 .4

 .5

 .6

.7 
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8. الموجة المثلثية
  �إر�شاد: المت�سل�سلة التي تنتج ال�شكل العام لهذه 

الموجة  تكون على ال�شكل التالي:
y = sin x −     sin 3x 	           

لاحظ �أن الحد الذي يحتوي sin 2x  غير موجود. 
كيف �ست�ستمر هذه المت�سل�سلة؟

9. الموجة المربعة
   �إر�شاد: يمكن الح�صول على ال�شكل العام 

   لهذه الموجة من المت�سل�سلة التي تبد�أ بهذا ال�شكل:
y = sin x +     sin 3x    

1
9

1
3
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  الك�سر المتوا�صل هو ك�سر اعتيادي بحيث �أن المقام يحتوي على ك�سر �آخر.
  فعلى �سبيل المثال:

          
1. اكتب الك�سور المتوا�صلة التالية على �صورة ك�سور اعتيادية.

                
.a      

.b     

.c     

      يمكن تحويل ك�سر اعتيادي )مثل         ( �إلى ك�سر متوا�صل باتباع الخطوات التالية:
      �أولًا، ا�ستخرج العدد الكلي من الك�سر:

             

        ت�أكد من ان الك�سر الباقي           لا يخت�صر. اذا كان يخت�صر فاننا نق�سم الب�سط والمقام على القا�سم الم�شترك الأكبر   
        لهما قبل الانتقال �إلى الخطوه التاليه :

        نلاحظ في هذه الحاله �أن الك�سر لا يخت�صر لأن 5 هو عدد �أولي و 89 لي�ست من م�ضاعفات العدد 5.
         اكتب الآن الجزء الك�سري على �شكل " مقلوب المقلوب "، كالتالي:  

         بعد ذلك، ا�ستخرج العدد الكلي من الك�سر ال�سفلي:   
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الن�شاط الثالث
الك�سور المتوا�صلة والتقارب
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ثم ا�ستمر بنف�س الطريقه :

�إن �أي عدد ن�سبي يمكن كتابته على �صورة ك�سر متوا�صل بهذه الطريقة. �إن الك�سر المتوا�صل �سيتلا�شى دائماً بعد عدد 
معين من الخطوات.

2. اكتب الأعداد الن�سبية التالية على �صورة ك�سور متوا�صلة:
.a     

               
  .b    

.c     
           

3. يمكننا ا�ستخدام ال�شيفرة التالية لكتابة الك�سور المتوا�صلة ب�شكل مخت�صر:
              

     الك�سر المتوا�صل الأقل من 1 يُكتب بال�صورة التالية:  [0,3,5,2]
      �أوجد الك�سور المتوا�صلة للأعداد الن�سبية التالية، �أعط �إجابتك م�ستخدماً ال�شيفرة:   

.a      
               

 .b                     
.c     

 
4. ن�ستطيع تقريب قيمة ك�سر متوا�صل با�ستخدام �سل�سلة من المتقاربات، فعلى �سبيل المثال خذ الك�سر

      المتوا�صل: [4,6,7,2;3] 
      المتقاربة الأولى:   

      المتقاربة الثانية :    
      المتقاربة الثالثة :  
      المتقاربة الرابعة :

  
      a. �إح�سب خام�س )و�آخر( متقاربة لهذا الك�سر المتوا�صل.

     b. مثّل المتقاربات بيانياً ) الأعداد من1 �إلى 5، مكتوبة على محور x  وقِيَم المتقاربات على المحور y ( ، لبيان   
          كيف �أن هذه المت�سل�سلة تتقارب.
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5. �أوجد المتقاربات للك�سور المتوا�صلة التالية:
[1;3,5] 	.a 	

[2;4,5,3] 	.b 	

[3;5,7,19,21] 	.c 	

6.   يمكن كتابة الأعداد غير الن�سبية على �شكل ك�سور متوا�صلة لا نهائية. �أوجد �أول خم�س متقاربات
         للك�سر المتوا�صل التالي:  [...1,1,1,1;1]

7.   بع�ض الأعداد الن�سبية الأخرى لها �شيفرة ذات نمط متكرر من الأرقام.
        a. �أوجد �أول خم�س متقاربات للك�سر المتقارب التالي:  [...1,2,1,2,1,2,1;1]  

        b. �أوجد مربع جميع �إجاباتك في الفقرة )a(. ماذا تلاحظ؟

8. بع�ض الأعداد غير الن�سبية لها نمط غير متكرر. 
      �إبحث في تقارب الك�سر المتوا�صل: [...7,15,1,292,1,1;3] 

9. �أوجد عبارة الك�سر المتوا�صل التي تمثّل  العدد 2√ .
       )�إر�شاد: 1.414 =2√ لأقرب  ثلاث منازل ع�شرية. حوّل هذا التقريب �إلى ك�سر اعتيادي، وابحث عن نمط في الك�سر    

       المتوا�صل الناتج(.
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موهبة  بوابة  عالم  واكتشف  التجربة  شاركنا 
العربي العالم  في  والابتكار  والإبداع  للموهبة  الرئيسي  المرجع 

والعالم  السعودية  العربية  المملكة  في  والمبدعين  الموهوبين  تربية  أسس  إرساء  في  متخصصة  علمية  بوابةٌ  الإلكترونية  موهبة  بوابة 
ا متجددًا ومجالًا تفاعليًا للمشاركة المجتمعية. العربي. تقدّم خدمات متنوعة للموهوبين والقائمين على رعايتهم، وتعتبر مصدرًا معرفيًّ
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8 0 0 6 1 2 3 3 3 3 المجاني:  الرقم 
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