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مدرا�س �ضراكة موهبة
اأنُتجَت موادّ تدري�س المناهج الإ�شافيّة المتقدّمة بغر�س ا�شتعمالها في مدار�س موهبة دعمًا لجهود تحقيق 

المخرجات التعليميّة المرجوّة لبرنامج موهبة، والتّي تتلخّ�س في تنمية القادات ال�شابّة، والمتعلّمين الناجحين، 
وروّاد قطاع الأعمال المتميّزين في الإبداع والبتكار. 

ومدار�س موهبة هي اإحدى المبادرات المهمّة  في التخطيط ال�شتراتيجيّ برعاية موؤ�شّ�شة جلالة الملك عبد العزيز 
لرعاية الموهبة والإبداع والبتكار. تهدف اإلى خلق مناخٍ تعليميّ يعزّز الموهبة والإبداع، اإذ توّفر بعثات درا�شيّة 

للطلّاب المتميّزين باللتحاق في مدار�س متميّزة في المملكة. ويوفّر البرنامج ن�شاطات تعليميّة متقدّمة، ومدرّ�شين 
موؤهّلين؛ الأمر الذي يح�شّن من ا�شتعدادات الطلّاب، ويطوّر مواهبهم، كما ت�شهم في تح�شين فر�س التعليم لطلّاب 

المدار�س الأخرى ب�شورة عامّة.

مو�ضوعات المنهاج الإ�ضافيّ المتقدّم
تعتمد مو�شوعات المنهاج الإ�شافيّ المتقدّم على الأ�شلوب ال�شتق�شائيّ، حيث �شممّت ل�شتعمالها اإلى جانب 

المناهج المدر�شيّة، ب�شفتها داعمة لها.
ة بالمناهج الدرا�شيّة اأن�شطة متنوّعة تهدف اإلى اإيجاد المتعلّم الم�شتقلّ والمتمكّن، وذلك  وت�شتمل الموارد الخا�شّ

من خلال دعم المتعلّمين في ا�شتعمال القدرات فوق المعرفيّة، وا�شتعمال ا�شتراتيجيّات التعلّم المرنة، والتخطيط 
ال�شتراتيجيّ، وا�شتعمال الفر�شيّات الأ�شا�شيّة، اإ�شافة اإلى الربط بين خيوط المعرفة التّي ت�شمل الحقائق 

المو�شوعيّة والعمليّات الإجرائيّة. 
ي�شاف اإلى ما تقدّم فاإنّ طلّاب مدار�س �شراكة موهبة يتدرّبون كي ي�شبحوا خبراء في المو�شوعات الم�شتهدفة في 
الريا�شيّات والعلوم، وتكنولوجيا المعلومات ICT، واللغة الإنجليزيّة. في حين يتميّز الخبراء بالمعرفة المتقدّمة، 

والأهمّ من ذلك فاإنّهم يعملون على م�شتويات فكريّة عليا، ممّا ينعك�س على اأ�شاليب تدري�شهم وتقويمهم. فلا 
تكفي القدرة على تذكّر المعلومات للذين يرغبون في اأن ي�شبحوا خبراء، واإنّما ل بدّ من تكامل منظومة المعارف 

وتطبيقها في مواقف حياتيّة. وتوؤكّد اأن�شطة كتاب الطالب على هذا النمط من التفكير، وعلى تركيز التعليم على 
المحاور الثلاثة الآتية: الطلّاب، والموهوبين، والمبدعين.

القيم والتّجاهات وال�ضمات المتقدّمة: مثل ال�شتق�شاء، والمرونة، ونق�س اليقين، والإبداع، وال�شتقلاليّة  	•
في الدرا�شة، والنفتاح على البدائل، وتبنّي منهجيّة منظّمة، والمثابرة. 

المعرفة والفهم المتقدّمان: مثل و�شوح المفاهيم، والربط بين مختلف مجالت الريا�شيّات، وتفهّم البنية  	•
ر في البنية الريا�شيّة والأفكار الكبيرة، والمعرفة الأ�شا�شيّة، والخبرة في  الأ�شا�شيّة للريا�شيّات، والتب�شّ

مجال المو�شوع. 
المهارات المتقدّمة: مثل التفكير المنطقيّ وال�شتدلل، وتكوين ال�شور المجرّدة، والربط بين المهارات  	•

المكت�شبة من ناحية و�شياق الحياة اليوميّة وحلّ الم�شائل من ناحية اأخرى، والطلاقة في مهارات 
المو�شوع، وا�شتعمال الأدوات المتوافرة، والدقّة في ا�شتعمال مهارات المو�شوع واأدواته، والقدرات فوق 

المعرفيّة، والتعميم اأو النمذجة. 
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القيم والتّجاهات وال�ضمات
 يبنى المنهاج الإ�شافيّ المتقدّم على قيم واتّجاهات وخ�شائ�س �شتّ تميّز م�شروع �شراكة مدار�س موهبة، 

ا لرعايتهم  وتقدّم و�شفًا وا�شحًا لل�شمات والخ�شائ�س التّي يتميّز بها الطلّاب الذين �شمّم هذا المنهاج خ�شي�شً
وتنميتهم. 

ال�ضتق�ضاء
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ ال�شتق�شاء، و�شيرغبون في التعلّم الذاتيّ، وين�شطون فيه، 
ويتوقون اإليه. و�شتظهر عليهم �شمات المبادرة والتفكير الم�شتقلّ، وتحدّي الفترا�شات، وطلب البرهان 

على الم�شلّمات والتوكيدات. و�شينظّمون م�شيرة تعلّمهم بفعاليّة، منتقلين من ا�شتيعاب المعارف واإتقان 
الخطوات العمليّة، اإلى تطوير وجهات النظر ال�شخ�شيّة والحلول الفرديّة.

المجازفة
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ المجازفة، و�شيظهرون الثقة باأنف�شهم، ويتناولون الأفكار 

والظواهر الجديدة عليهم بالتجربة والنقد، ويُقدِمون على التخمين، وتوقّع الفر�شيّات، ولن يزعجهم العمل 
ل اإلى ال�شتنتاجات قبل ن�شوجها في اأذهانهم،  في ظلّ ظروف جديدة عليهم. و�شوف يرجئون التو�شّ

ويتحمّلون نق�س اليقين الموؤقّت.

الإبداع
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ الإبداع والبتكار، و�شي�شبحوا متفتّحي العقول، ومرنين في 
طريقة تفكيرهم. اإلى جانب اإبداء ا�شتعدادهم للابتكار، واإيجاد حلول متعدّدة للم�شاكل والمواقف، مظهرين 

قدرة على تكييف  اأ�شاليب عملهم لتتلاءم مع الظروف. و�شيغدو عملهم مثيرًا للده�شة، ودليلًا على الأ�شالة، 
ومتميّزًا باأ�شلوبهم ال�شخ�شيّ الخا�سّ.

المثابرة
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ المثابرة، ولن تثبّط العقبات وال�شعوبات من عزائمهم، بل 

�شي�شرّون على موا�شلة بذل الجهود. و�شوف يبرهنون على تميّزهم بالتاأنّي في العمل، واللتزام باأ�شلوبهم 
المنهجيّ المنظّم، ولن يكلّوا من المثابرة على تحقيق النتائج المرجوّة باأعلى م�شتويات الجودة والدقّة 

الممكنة.

التعاون 
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ التعاون والعمل الجماعيّ، و�شي�شعون اإلى الح�شول على 

الملاحظات والتعليقات على اأعمالهم، و�شيُدلون باآرائهم واأفكارهم بو�شوح واخت�شار، م�شغين اإلى 
وجهات نظر الآخرين واأفكارهم. و�شيتمتّعون بالقدرة على العمل الجماعيّ وال�شتعداد له، ويوؤدّون اأدوار 

متنوّعة �شمن فرق العمل، ويتمكّنون من تقويم اأفكارهم وم�شاهماتهم.

الهتمام بالمجتمع
�شوف ينمّي طلّاب مدار�س �شراكة موهبة روحَ الهتمام بالمجتمع. ففي الوقت الذي �شيكونون فيه 

ا باأهميّة  ا اإح�شا�شًا قويًّ مدفوعين بالطموح ال�شخ�شيّ والرغبة في تحقيق النجاح، فاإنّهم �شيمتلكون اأي�شً
ا.  الم�شاهمات التّّي  يقدّمونها للمجتمع تحقيقًا لم�شلحة الوطن، ومنفعة اأولئك الذين هم اأقلّ منهم حظًّ

و�شيكونون مثالً للمواطن ال�شالح المتعاطف مع الم�شلحة الجماعيّة لمحيطه الجتماعيّ، المدرك لأوجه 
التباين والت�شابه بين الأفراد وال�شعوب، والواعي بتراثه الثقافيّ، والتراث الثقافيّ للاآخرين، كما �شيكون 

الطلّاب متجاوبين مع الق�شايا الأخلاقيّة التّي تثار في �شياق درا�شاتهم.
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ا�ضتعمال هذا الدليل 
يتعيّن اأن يُقراأ هذا الدّليل جنباً اإلى جنب مع كتاب الطالب من المنهاج الإ�شافيّ المتقدِّم . فهو يوفّر معلومات عن 

كيفيّة تدري�س وحدات الكتاب ، وعما يحتاج الطالب معرفته ليكون قادراً على اأدائِه قبل التعامل مع اأن�شطة الكتاب 
كما يزوّد المعلّم باأ�شاليب متنوّعة يمكن اأن ي�شتر�شد بها لتدري�س الأن�شطة ، و خطّة زمنيّة ممكنة . 

مّم معظمها للتدري�س ال�شفيّ التمايزي مع ترك  و يت�شمّن كتاب الطالب العديد من الأن�شطة المتنوّعة التي �شُ
الخيار للمعلمين في تدري�س بع�س الأن�شطة لمجموعات مُنْتقاة من الطلّاب . 

يتعيّن األّ ي�شعر المعلّم اأنّه مقيّد و مُلْزم بتدري�س الأن�شطة كما هي معرو�شة في الكتاب تماماً ، فقد يرغب بع�س 
المعلِّمين في تعديل اأو تبديل بع�س الأن�شطة تبعاّ لحتياجات طلّابهم ، فيُمكن على �شبيل المثال اأن يخ�ش�س 

لبع�س الأن�شطة وقتاّ اأطول من الوقت المقترح في الدليل ، و ذلك لإتاحة الفر�شة للطلّاب لمتابعة المو�شوعات 
التي تثير اهتماماتهم ب�شورة متعمّقة ، اأو كي ي�شتك�شفوا المادّة المقترحة ب�شورة اأو�شع . 

و يُطلب اإلى المعلّمين األّ ي�شعوا �شقفاً لما يمكن اأن يُنجزه طلّابهم . و تُفيد التجربة اأن المُعلّم الذي ينتظر من طلبته 
اأعلى م�شتويات التميّز و التح�شيل �شوف يلقى منهم اأداءً يفوقُ توقعاته .  
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الوحدة الأولى

درا�ضة الدوال با�ضتخدام ح�ضاب 
التفا�ضل والتكامل
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نظرة عامّة
تُعطي هذه الوحدة الفر�شة للطلبة ل�شتك�شاف خ�شائ�س العديد من الدوال. كما و�شيقومون با�شتخدام العديد من 

الطرق لتقريب قيمة الميل لمنحنى عند نقطة واقعة عليه.
تُعد فكرة ايجاد الم�شتقة للدالة من المور ذات الأهمية الكبرى في علم الريا�شيات. ولكن في الغالب يتم التطرق 

اإلى ال�شتقاق دون اعطاء الهتمام الكافي للاأفكار الريا�شية الكامنة خلف هذا المو�شوع. تهدف هذه الوحدة 
الى تر�شيخ الوعي والمفاهيم الأ�شا�شية )مثل درا�شة الت�شال والنهايات للدوال( والتي على اأ�شا�شها �شيتم بناء 

فهم جيد لح�شاب التفا�شل والتكامل لدى الطالب.
لقد تم بعناية عمل هيكلية لجميع الأن�شطة في هذه الوحدة :

اأول ن�شاطين متقاربين ن�شبياً ويقدمان للطلبة �شل�شلة من التعليمات الوا�شحة. يعتبر  	•
اأكثر انفتاحاً ويوفران فر�شة جيدة للطلبة للنقا�س وال�شتك�شاف في  يعتبر الن�شاطان الثالث والرابع  	•

     الريا�شيات.
اإن ا�شتخدام اأحد برامج الحا�شب )مثل برنامج جيوجبرا( �شوف يثري العديد من الموا�شيع الموجودة في هذه 

الوحدة ، وتم تزويد الطلاب ببع�س الر�شادات لم�شاعدتهم.

الهدف التعلمي للوحدة
تطوير فهم عميق للاأفكار الريا�شية التي يقوم عليها الإ�شتقاق بما في ذلك الأفكار الرئي�شة في الت�شال 

والنهايات.

المعرفة ال�ضابقة
يجب اأن يكون لدى الطلاب فهم عميق للمهارات الأ�شا�شية في الهند�شة الإحداثية بما في ذلك كيفية ر�شم 
المما�س لمنحنى وا�شتعماله لإيجاد  قيمة تقريبية لميل المنحنى عند نقطة التما�س. تُعتبر المقدرة على 

ا�شتخدام تقنيات التمثيل البياني مثل برمجية جيوجبرا مفيدةً جداً في هذه الوحدة، ولذلك تم تزويد الطلاب 
ببع�س الر�شادات حول ا�شتعمالها.
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خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتّجاهات وال�ضمات

	 الإبداع )الن�شاطان الأول والرابع (•
	 التعاون )الن�شاط الثالث(•
	 ال�شتق�شاء )الن�شاطان الثاني والثالث(•

المهارات المتقدّمة
	 التعميم  )الن�شاطان الثاني والثالث(•
	 التخطيط ال�شتراتيجي )الن�شاط الرابع (•
	 التخيل  )الن�شاط الثالث(•
	 الطلاقة ) الن�شاطان الأول والثاني(•
	 الدقة في الح�شاب ) الن�شاطان الأول والثاني(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
	 فهم البرهان )الن�شاط الرابع(•

الخطّة الزمنيّة
�شتّ �شاعات تقريبًا

الم�ضادر
	 اأدوات ملائمة للر�شم )اأو ا�شتخدام اإحدى تقنيات التمثيل البياني(•

التكنولوجيا
هناك العديد من برامج الحا�شب التي يمكن ا�شتخدامها لتمثيل الدوال بيانياً ومن هذه البرامج جيوجبرا. اإذ يعتبر 
هذا البرنامج من البرامج المجانية التي يمكن للطالب تحميلها على جهازه. و �شي�شاعد هذا البرنامج الطلبة على 
ا�شتك�شاف العديد من الأفكار الموجودة في هذه الوحدة. ويمكن تحميل البرنامج والمواد الأخرى الداعمة لهذا 

.www.geogebra.com البرنامج من خلال الموقع الإلكتروني
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خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – من خلال تمثيل الم�شاألة وربطها •

بالمعرفة الم�شبقة
	 الإ�ضتق�ضاء – من خلال اإيجاد الروابط المختلفة •

والبحث عن التعميمات
	 الطلاقة•
	 الدقّة•  

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
 يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة 

ح�شب م�شتوياتهم لتنفيذ الن�شاط. كما ومن المفتر�س 
اأن ي�شتخدم الطلبة ورق ر�شم وقلم ر�شا�س في اإيجاد 
الحلول. ومن المحتمل اأن يقوم الطلبة با�شتخدام اأحد 

برمجيات التمثيل البياني مثل برنامج جيوجبرا 
لتاأكيد و�شرح الحلول. يقدم الن�شاط 4 التعليمات 

المطلوبة خطوة بخطوة حول كيفية ا�شتخدام البرنامج 
في حل الم�شائل الهند�شية.

اإجابات الأ�ضئلة
 16   .a 1

   b.                                        مقرباً اإلى منزلتين 
         ع�شريتين.

    c. من خلال ال�شكل نجد اأن قيمة الميل هي 
                             مقرباً اإلى منزلتين ع�شريتين.

    d. بما اأن هذا الم�شتقيم عمودي على الم�شتقيم     
          AC فاإن قيمة ميله هي                  وبالتالي 

         فاإن ميل المما�س هو                          مقرباً اإلى 
         منزلتين ع�شريتين.

8




 
  •







  



       

 
      



 
      

40,0
 1

 a
y3Cx b

ACAC c
C d

الوحدة الأولى :  درا�شة الدوال با�شتخدام التفا�شل والتكامل
الن�ضاط الأول: ميل منحنى الدائرة 

حول هذا الن�ضاط
يهتم هذا الن�شاط باإيجاد ميل مما�س الدائرة عند اأي 

نقطة منحناها. وفي حالة الدائرة يمكننا اإيجاد الميل 
عند اأي نقطة بطريقة مبا�شرة ودقيقة وبدون الحاجة 
اإلى ا�شتخدام طرق التقريب ، وهذا �شيخدم العديد من 

الأهداف ومنها:
	 قيمة الميل عند اأي نقطة على الدائرة تتغير •

ون�شتطيع تبعاً لذلك اإ�شتخدام الطريقة المنا�شبة 
للتقريب.

	 من المهم ح�شاب الميل با�شتعمال الطريقة •
المبا�شرة ومقارنة تلك النتائج مع النتائج 

التقريبية.
اإن اإيجاد ميل منحنى الدائرة بطريقة مبا�شرة وموافقة  
قيمته للنتائج التقريبية، �شوف يعطي الطلبة ثقة اأكبر 

في النتائج التقريبية التي تو�شلوا اإليها في حالت 
عديدة عندما ل يكون  التاأكد من مدى �شحتها ممكناً.

C = 

 0.88

1.13
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a .4. يمكن الح�شول على القيمة الدقيقة للميل   
         با�شتعمال معادلة الدائرة 25 =                .      

         فاإذا كانت y > 0 ، فاإننا نعو�س القيمة
 y في المعادلة لنح�شل على قيمة x = 2         

      المناظرة لها وهي4.6 وبذلك يكون اإحداثيا 
         نقطة المما�س هما )4.6 , 2(

        ويكون ميل OC هو  2.3 = 2 ÷ 4.6  
        ميل المما�س هو 0.44 -  = 2.3 ÷1 - 

. بنف�س الطريقة كما في الفقرة ال�شابقة نح�شل      b
      على:

      الإحداثي x  هو 3،  والإحداثي y  هو 4 - )وذلك  
x2+y2 =25 من خلال المعادلة      

      ميل OC هو           = 3 ÷ 4−

      ميل المما�س هو 75 .0 =          ÷ 1−

يمكن حل الفقرتين c و d بنف�س الطريقة.
ميل المما�س هو2.29 -  .c

ميل المما�س هو1.33   .d

قيم الإحداثيات معطاة في الجدول اأدناه. وقيم    .2
الميل هنا مقربة اإلى اأقرب منزلتين ع�شريتين.

a.  ميل DC هو  
 

   x عندما يكون الإحداثي( DC ميل  .b      
            للنقطة D هو 1( هو 

 

    D للنقطة x عندما يكون الإحداثي( DC ميل  .c      
            هو 2( هو

 

d. يتم ح�شاب ميل الم�شتقيم DC عند بقية   
النقاط بنف�س الطريقة .

اأنه كلما اقتربت  الجزء المهم في هذه المهمة هو   .3
النقطة D اأكثر فاأكثر من النقطة C فاإننا ن�شتطيع 

اإيجاد قيمة تقريبية اأدق للميل واأقرب اإلى القيمة 
الحقيقية. تاأكد من فهم الطلبة لكل مما يلي:

	 • D و C ل يمكننا بب�شاطة جعل النقطتين
متطابقتان فهذا لن يعطينا اأي قيمة للميل يمكن 

ح�شابها.
	  ب�شورة عامة، ل يوجد لدينا اأي طريقة مبا�شرة •

لح�شاب الميل لأي منحنى كما في حالة الدائرة لذا 
يجب العتماد على طرق اأخرى.

      تعتبر هذه الحالة ملائمة ل�شتخدام اأحد تقنيات 
التمثيل البياني مثل جيوجبرا. على الرغم من اأن 
ال�شور الثابتة تو�شح اأن الم�شتقيم الأزرق يقترب 

من الم�شتقيم الأخ�شر فاإنه وبا�شتخدام برنامج 
جيوجبرا ومن خلال تحريك النقطة D �شوف 
تعطينا ت�شور اأكثر لما يحدث. حيث �شيلاحظ 
الطلبة تقارب الم�شتقيمين وهذا اأ�شبه بتقارب 

طرفي المق�س.

 x الإحداثي
D 0122.52.92.99للنقطة

 y الإحداثي
D 43.873.463.122.752.66للنقطة

DC 1.13-1.09-0.95-0.82-0.61-0.45-ميل الم�ضتقيم

-4
3

-4
3
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فر�س التقويم
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لمراجعة فهمهم 

للمهارات الرئي�شية في الهند�شة الإحداثية بما في ذلك 
اإيجاد اإحداثيات نقاط تقع على منحنى الدالة وتمثيلها 

بيانياً ور�شم المما�س واإيجاد معادلة الم�شتقيم العمودي 
على م�شتقيم اآخر.
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خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإ�ضتق�ضاء – ان�شاء ومقارنة العديد من الحلول•
	 فهم البرهان – النتقال من التمثيلات الملمو�شة •

اإلى الأفكار المجردة
	 التعميم – القدرة على ملاحظة ما يحدث وتطبيقه •

على مواقف م�شابهة
	 الطلاقة•
	 الدقّة•

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع  الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة.  
اإجابات الأ�ضئلة

القيمة الدقيقة للميل هي 4

11





g(x)

 g(x)g(x)



1cmx2cma
y

y = x2y18 -10x5 -5
 x2b

g2x2
bc

xbd



g(x)

y = x2


2.05,4.20252,4
x2y = x2

(2,4)
(2.05, 4.2025)

(x + 0.05, y + 0.05) (x, y)e


 f

x43210-1-2-3-4

g(x) 

x43210-1-2-3-4

g(x) 

g(x)




الوحدة الأولى :  درا�شة الدوال با�شتخدام التفا�شل والتكامل
الن�ضاط الثاني: تمثيل دالة الميل بيانياً

المما�س عندما
x = 2

حول هذا الن�ضاط
يتطلب هذا الن�شاط ح�شاب ور�شم قيم الميل لدوال 

مختلفة )خطية، تربيعية، مثلثية( على نف�س الم�شتوى 
الإحداثي الذي يحتوي التمثيل البياني للدالة الأ�شلية. 
ويهدف هذا اإلى تطوير فهم الطلبة للفكرة الرئي�شية في 
الريا�شيات وهي اأن قيم الميل ت�شكل دالة ما )وت�شمى 

بدالة الم�شتقة( بالرغم من اأن الطلاب لم يتعرفوا بعد 
على م�شطلح الم�شتقة.

 .1             .a            و .b            
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.d c.  و  
      يو�شح الجدول التالي القيم الدقيقة. تعتمد القيم 

     التي ح�شل عليها الطلبة على مدى دقة ر�شوماتهم.

.f e.  و   
      يو�شح الجدول التالي القيم المح�شوبة.

       قيمة الميل مقربةً اإلى اأقرب منزلتين ع�شريتين 
       في الفقرة )e( هي

 = 4.05               
       وبنف�س الطريقة يمكننا ح�شاب بقية المقادير

 دالة الميل هي g(x) = 2x  قيم الميل لم تتغير على 
الإطلاق . لقد تم اإزاحة الر�شم اإلى الأعلى بمقدار 6 
وحدات لذا من المتوقع الح�شول على نف�س الميل.

 يجب على الطلاب ملاحظة اأن الحالة الب�شيطة 
للم�شتقيم يكون فيها الميل ثابتاً ويمكن قراءة ذلك 

مبا�شرة من الدالة.
. g(x) = 5 وبالتالي فاإن دالة الميل هنا هي

  

x-4-3-2-101234

)g(x با�شتعمال المما�س
-8-6-4-202468

4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 x

8.05 6.05 4.05 2.05 0.05 -1.95 -3.95 -5.95 -7.95 )g(x  با�شتعمال القطعة الم�شتقيمة

(2.05)2 _ 22

2.05 _ 2

.g

 .h

 .i
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x 0

g (x) 1 0.866 0.5 0 -0.5 -0.866 -1 -0.866 -0.5 0 0.5 0.866 1

يجب ح�شاب القيم با�شتخدام قيا�شات دقيقة.
.f اإلى    .c

تعتمد نتائج الطلبة على مدى دقة ر�شمهم والقيا�شات 
التي قاموا بح�شابها. ولمقارنة مدى دقة القيم التي 

تو�شلوا اإليه فاإن القيم الدقيقة با�شتخدام اآلة حا�شبة 
مقربة اإلى 3 منازل ع�شرية بعد الفا�شلة يمكن 

الإطلاع عليها في الجدول التالي.
حيث �شيكون لدى الطلاب جدول يو�شح قيم      

الناتجة من ح�شاب ميل المما�س وكذلك من ح�شاب 
ميل القطعة الم�شتقيمة.

فر�س التقويم
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لمعرفة مدى 

طلاقتهم في المهارات الأ�شا�شية للهند�شة الإحداثية. 
لقد تم �شوؤال الطلاب اإيجاد تقريب للميل بطريقتين 

مختلفتين )الر�شم والح�شاب(.
�شيظهر الطلبة فهم ريا�شي جيد  اإذا لحظوا ما يلي:

	 عملية ر�شم المما�س يدوياً تكون عر�شةً لعدم •
الدقة.

	 الح�شابات المبنية على اأجزاء �شغيرة من المنحنى •
تكون اأكثر دقة ، مع اأنها ل توفر اأكثر من تقريب 

للمما�س المطلوب.
	 يمكن الإ�شتدلل على المما�س الحقيقي عند نقطة •

من الح�شابات التقريبية ، على الأقل في الدوال 
المذكورة هنا.

 .2             .a            و .b            

 y = sin x  و  y = x2

يجب اأن يتطابق التمثيل البياني لكل من الدالتين 
ويعتمد هذا على مدى دقة الطلبة في عمل التمثيل 

البياني لكل منهما.
لقد قام الطلاب في هذا الن�شاط با�شتك�شاف دالة الميل 

لكل من                                          ومقارنتهما بدوال 
معروفة لديهم.

على الرغم من اأنه لم يتم �شرح اأ�شباب وجود مثل هذه 
العلاقات في الوقت الحالي، فاإنه ينبغي على الطلاب 

تقدير اأهميتها و�شيتم مراجعة ذلك في الم�شتقبل.
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13

 






y = x sin1

x1 a


x0.2 b
x0.1 c



x
1( )




وفي الحالت الب�شيطة مثل الدائرة ن�شتطيع ح�شاب 
القيمة الدقيقة للميل وبيان اأن طريقة التقريب تُعطي 

نتائج قريبة من القيمة الدقيقة.
على الرغم من النجاح العملي في ح�شاب الميل اإل اأن 

هناك خطوة مهمة وبديهية في كل قيم الميل التي 
تم ح�شابها ففي الحقيقة نقول اأن "الميل يقترب اأكثر 

فاأكثر من قيمة معينة وهذه القيمة هي التي نبحث 
عنها"

يو�شح جدول النتائج في الن�شاط 1 هذا الحد�س وهو 
موثوق فيه في بع�س الأحيان. ومع ذلك ل يمكننا 

ح�شاب الن�شبة         في حالة كان كل من المقدارين 
م�شاويا لل�شفر وبالتالي فاإن طريقتنا في الح�شاب 

�شتف�شل في اإيجاد القيمة المطلوبة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 المقدرة على روؤية وجهات النظر البديلة.•
	 مرونة التفكير.•
	 فهم البرهان.•
	 فهم "الأفكار الكبيرة" وو�شوح المفاهيم.•
	 التعميم.•
	 التخيل والقدرة فوق المعرفية.•

الوحدة الأولى :  درا�شة الدوال با�شتخدام التفا�شل والتكامل
الن�ضاط الثالث: اأ�ضباه الكميات المرحلةّ 

حول هذا الن�ضاط
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلاب لدرا�شة بع�س 

الم�شائل التي واجهت علماء الريا�شيات وكيفية حلها 
با�شتخدام طرق في الإ�شتقاق تم تطويرها حديثاً.

حيث �شتعطي المهام الموجودة في هذا الن�شاط ح�س 
ريا�شي ي�شاعد الطلاب على اإدراك الحلول وكذلك 

تقدير ب�شاطة وفعالية الطرق الحديثة. هناك نوعان 
من الأن�شطة �شيتم مناق�شتهما ب�شكل موجز معتمدين 

في ذلك على بع�س الأفكار الأ�شا�شية في الريا�شيات. 
لقد ا�شتخدمنا في هذه الوحدة طريقة التقريب لح�شاب 

ميل مما�س المنحنى عند نقطة التما�س وذلك عن 
طريق اأخذ زيادات �شغيرة في قيمة 

وب�شكل اأ�شا�شي نقوم بح�شاب قيمة المقدار           وذلك 
عندما ت�شبح قيمة        �شغيرة جداً. حلول المهام 

مقنعة وتُعطي نتائج تن�شجم ب�شكل كبير مع الطرق 
التجريبية مثل ر�شم المما�س بالنظر ومن ثم ح�شاب 

الميل.
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فالتمثيل البياني للدالة يو�شح مدى التعقيد 
الموجود في �شلوك الدالة فاختيار قيم غير 

منا�شبة لهذه الزيادات �شوف يعطينا قيم غير 
�شحيحة للميل.

يمكن للطلبة ومن خلال ا�شتخدام اأحد برامج 
التمثيل البياني اأو اآلة حا�شبة بيانية ا�شتك�شاف 
�شلوك الدالة ب�شكل �شريع وذلك من خلال تكبير 

المنطقة القريبة من نقطة الأ�شل.

. m = 0.3

ت�شتمل هذه المهمة على دوال ذات طبيعة معقدة خلافاً 
للدوال التي تم درا�شتها في الأن�شطة ال�شابقة.

والهدف من ذلك هو تنبيه الطلاب اإلى اأخذ الحيطة عند 
اإيجاد الميل با�شتعمال طريقة التقريب، حيث �شيكون 

هناك حالت تف�شل فيها هذه الطريقة. فالقيم التي 
ي�شجلها الطلبة تعتمد على مدى دقة قيا�شاتهم على 
المنحنى، والقيم الفعلية هي اأكثر دقة مما يمكن اأن 

يح�شل عليه الطلبة.
يمكن للطلبة ا�شتخدام اأي طريقة تقريبية يرونها 

منا�شبة ليجاد الميل كما يمكن قبول عمل ن�شخة من 
الأ�شكال الموجودة في الكتاب ومن ثم ر�شم مما�س 

تقريبي لذلك.
يمكن ا�شتخدام تقنيات التمثيل البياني )مثل برنامج 

جيوجبرا( اأو اآلة حا�شبة بيانية ومن ثم طباعة النتائج 
ور�شم المما�س التقريبي في هذه الحالة.

لقد قمنا باعطاء القيم الدقيقة للميل وذلك من اأجل 
المقارنة.

يمكننا ح�شاب المما�س با�شتخدام برنامج جيوجبرا 
كما يلي:

	 اأدخل المعادلة  •
	 اأدخل•
	 • Intersection( "اختر الأمر "تقاطع ج�شمين

two objects( ومن ثم ا�شغط على منحنى كل 
من الدالتين ليتم ايجاد النقطة الواقعة على                               

                           عندما 
	 اختر اأمر المما�سات )Tangents( وقم بال�شغط •

على النقطة و الدالة.
	 اختر اأمر الميل )Slope( وا�شغط على المما�س.•
	 �شوف ت�شاهد الميل وقيمته •  

 .1            

.0.301 القيمة الدقيقة للميل هي   .a
- 2.377 القيمة الدقيقة للميل هي   .b

.7.847 القيمة الدقيقة للميل هي   .c
اأخذ    �شيكون لدينا بع�س الم�شاكل والتي تكمن في   .d
      قيمة �شغيرة جدا للزيادات لأننا غير دقيقين اإلى   

      الآن في تحديد ما يعنيه �شغيرة جدا.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن �شحب الطلاب الموهوبين وتنظيمهم في مجموعات 

منا�شبة لت�شهيل عملية المناف�شة.  
 

اإجابات الأ�ضئلة
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يتطلب التمرين التالي اإعادة النظر في اأحد الم�شائل 
المتعلقة بمفارقات زينو فالم�شائل التي تم اإفادتها 

تعتبر عميقة ومخادعة. مع اأنه من المفتر�س اأن 
ي�شتمتع الطلبة في مناق�شتها ولكن لي�س من المفتر�س 

اإيجاد الحلول. اإذ اأن الهدف من ذلك هو اكت�شاب فهم 
عميق للحاجة اإلى اأخذ الحذر عند تق�شيم كميات 

م�شتمرة مثل الم�شافة والزمن وكذلك الحال عند النظر 
بتف�شيل اأكثر اإلى مقايي�س �شغيرة للدوال. لي�س لدينا 
هنا اإجابة �شحيحة محددة ولكن المطلوب هو اإعطاء 

الطلبة الفر�شة لإبداء اآرائهم ومناق�شتها. فالإ�شتمرارية 
هنا هي المفتاح الرئي�شي الذي هم بحاجة لمناق�شته.

تعتبر طريقة نيوتن للتغير الم�شتمر من اأحد الطرق 
العميقة للتعرف على الإ�شتقاق. على الرغم من اأن 

الطلبة لم يتعرفوا على التفا�شل والتكامل بعد ، فاإن 
بع�س الأمثلة الب�شيطة على طريقة نيوتن �شتكون 

مفيدة و�شت�شاعد الطلبة على فهم اأعمق للم�شائل التي 
يبحثونها.

المهمة:
من الموؤكد وجود بع�س ال�شعوبات في حل ال�شوؤال 
وتتمثل في اأن فكرة الن�شبة النهائية غير مر�شية. 

و�شوف نتعرف بتف�شيل اأكثر في الأجزاء القادمة على 
هذه ال�شعوبات.

ولكن في الوقت الحالي فيُكتفى بتعرف الطلبة وفهمهم 
للاأ�شا�شيات الكامنة خلف هذه الطريقة والتي تتمثل 
في اأن قوى الزيادة h من الممكن اإهمالها في حال 

كانت h قريبة من ال�شفر.  يحتاج الطلاب اإلى فك 
المقدار  x + h(3 (  مع ملاحظة اأن الحدود ذات القوى 
العالية في h يمكن اإهمالها عند ح�شاب مقدار الن�شبة 

النهائية.

الميل 

فاإن  3x2 وبالتالي  لت�شبح  الن�شبة  �شوف تتقل�س هذه 
ميل y = x3   عند  x = 2  هو   12

اإلى  اأدى  والتكامل  التفا�شل  التطور في ح�شاب  اأن  مع 
الأمر  �شيحتاج  ولكن  والعلوم،  الريا�شيات  علم  تطوير 
اإلى بع�س الوقت حتى يتم اإعتماد طرق اأ�شا�شية تعتمد 

على اأ�شا�س متين.
بيركلي.  نقد  فهم  في  الم�شاعدة  اإلى  الطلبة  يحتاج  قد 
مقدارين  بين  الن�شبة  اإيجاد  على  تعتمد  نيوتن  فطريقة 

يبدءان في التلا�شي. 
لقد قال بيركلي اأن هذا العمل غير مبرر، فاإما اأن يكون 
المقدار h ليزال موجودا )وفي هذه الحالة لن ن�شتطيع 
قد   h المقدار  يكون  اأن  اأو  للميل  الدقيقة  القيمة  اإيجاد 

تلا�شى  )وفي هذه الحالة لن ن�شتطيع ح�شاب الن�شبة(.
تم ن�شر كتاب التحليل )Analyst( بعد موت نيوتن ، 

لذا لن ن�شتطيع معرفة رد نيوتن على هذا النقد.
�شحيحة،  الإنتقادات  هذه  من  الكثير  فاإن  ذلك  ومع 
فهناك نوع من خفة اليد في فكرة نيوتن لح�شاب الن�شبة 

لمقدارين في طور التلا�شي.
الحقائق  بع�س  خلال  من  اأفكاره  نيوتن  برر  لقد 
الطبيعية. حيث اأكد نيوتن على ذلك من خلال ا�شتخدامه 
�شل�س  ب�شكل  تتغير  كميات  )وتعني  بالطلاقة  �شماه  ما 
العلاقة  تمثيل  يمكن  والتي  والزمن  الم�شافة  مثل 
الإجابات  تعطينا  �شوف  نيوتن  فطريقة  بيانياً(  بينها 
الأثر  له  كان  بيركلي  نقد  فاإن  ذلك  ومع  ال�شحيحة. 
الأكبر فيما بعد لو�شع ح�شاب التفا�شل والتكامل على 

اأ�ش�س اأكثر دقة.
الطرق  اأن  نقول  باأن  ذلك  تلخي�س  يمكننا  وباإيجاز 
على  اأو  الزيادات  في  التلا�شي  على  تعتمد  ل  الحديثة 
ذلك  عن  عو�شا  ولكن  الم�شتمر  للتغير  نيوتن  اأفكار 
الطلاب  �شيقوم  والتي  النهايات  ا�شتخدام مفهوم  �شيتم 

بدرا�شتها قريبا.

 .4

 .2

 .3

  ) x3 + 3x2h + 3xh 2 + h 3 ( _ x3   
  ) x+ h ( _ x

  3x2h + 3xh 2 + h 3 
   h 
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نقدم اأخيراً مثالً تو�شيحياً للطلاب ي�شير اإلى ال�شعوبات 
مقيا�س  خلال  من  الدالة  �شلوك  درا�شة  عند  المحتملة 

�شغير.
غير  الدوال  من   )Dirichlet( دريت�شليت  دالة  تعتبر 
الدالة  هذه  اعتبار  تم  وقد  النقاط  جميع  في  المت�شلة 
لبيان �شهولة تعريفها وعدم المقدرة على ح�شاب الميل 

لها.
المهمة:

النقطة الأ�شا�شية هنا اأن طبيعة عدم اإت�شال هذه الدالة 
يجعل من الإ�شتحالة ايجاد قيم النهايات عند اأي نقطة.

وذكر  بيانياً  الدالة  تمثيل  محاولة  الطلاب  على  يجب 
اأ�شباب عدم مقدرتهم على ذلك.

الدالة وخ�شائ�شها،  المعلومات حول طبيعة  لمزيد من 
يمكن للطلاب الإطلاع على الموقع التالي:

 http://mathworld.wolfram.com/
DirichletFunction.html

فر�س التقويم
ينبغي اأن يكون لدى الطلبة المقدرة على اإثبات فهمهم 
للم�شائل الريا�شية الأ�شا�شية الموجودة في هذا الن�شاط 
المهمتين  في  درا�شتها  تم  التي  تلك  الأخ�س  وعلى 

ال�شابقتين.
كما وينبغي اأن يكون التركيز على تقدير طبيعة الدوال 

المت�شلة وكيفية ربطها بفكرة الإ�شتقاق.

 .5
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الوحدة الأولى :  درا�شة الدوال با�شتخدام التفا�شل والتكامل
 ICT الن�ضاط الرابع: درا�ضة الميل با�ضتخدام تقنية المعلومات

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع- تمثيل الم�شاألة وربطها بمعرفة الطالب •

الم�شبقة.
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية- تق�شيم المهمة اإلى •

اأجزاء وتقرير اأف�شل طريقة لحل كل جزء ومن ثم 
البدء في الحل.

	 التخطيط الإ�ضتراتيجي – ربط الخبرات التعليمية •
الجديدة بالمعرفة الم�شبقة. 

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن العمل ب�شكل فردي اأو من خلال مجموعات 

ثنائية على اأجهزة الحا�شب.  

اإجابات الأ�ضئلة
من الممكن عمل هذا الن�شاط با�شتخدام قلم ر�شا�س 
وورق ر�شم.  �شوف نتوقع من الطلبة اأن يقوموا بعمل 

تمثيل بياني لدالتين على الأقل بحيث تنطوي هذه 
الدالتين على م�شتويات مختلفة من ال�شعوبة والدقة. 

ولكن من الأف�شل ا�شتعمال تقنيات التمثيل البياني 
في عمل هذه التمثيلات البيانية. من الأف�شل اأن يقوم 

المعلم بالتدرب بنف�شه على برنامج جيوجبرا من 
خلال التعليمات الموجودة في كتاب الطالب حتى 
يكون لديه ثقة اأكبر عند تعامله مع الطلبه في حل 

الأ�شئلة با�شتخدام البرنامج. وب�شكل عام فاإن ا�شتخدام 
برمجية جيوجبرا �شوف يعطي كذلك ثقة اأكبر لدى 
الطالب و�شيزيد من �شرعة الحل ومجابهة الم�شاكل 

ال�شغيرة وحلها من خلال اإجراء المناق�شات بين 
الطالب والمعلم.

اإذا كان لدى الطالب معرفة با�شتخدام جيوجبرا فمن 
المحتمل اأن يكون لديه المقدرة على ان�شاء التمثيلات 

البيانية ب�شكل م�شتقل. يف�شل تقديم اإر�شادات الحل 
خطوة بخطوة.

حول هذا الن�ضاط
ي�شتخدم الطلبة في هذا الن�شاط برنامج جيوجبرا )اأو 

اأي برنامج اآخر م�شابه له( ل�شتك�شاف تقريب ميل 
منحنى.

ي�شتطيع برنامج جيوجبرا اإن�شاء مما�س منحنى 
بطريقة تلقائية ولكننا في هذا الن�شاط �شنقوم بعمل 

اللازم يدوياً وذلك من اأجل ا�شتك�شاف المبادئ 
الأ�شا�شية.

.1
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A للنقطة x 21.51.21.11.011.001الإحداثي
A للنقطة y 42.251.441.211.02011.002001الإحداثي

BA 32.52.22.12.012.001ميل

:  .e  .4 اإلى   .3
يجب اأن يكون الجدول المحتوي على النتائج على ال�شكل التالي:

تقع منطقة الجبر )Algebra( في الجزء الأي�شر 
من �شا�شة جيوجبرا والتي تُظهِر قائمة الإحداثيات 
والمعادلت للمنحنيات المر�شومة. اإذا لم ت�شتطيع 

م�شاهدة هذا الجزء فيمكنك الذهاب اإلى قائمة عر�ض 
)View( واختر منها الأمر عر�ض الجبر 

. )Algebra View(
من المهم في هذه الحالة تقريب الأعداد اإلى خم�شة 

منازل ع�شرية. لأنه عند تقليل مدى الدقة في الح�شاب 
فاإن البرنامج �شيعطينا تقدير للميل قيمته 2 عند اقتراب 
النقطة A من النقطة )1 , 1(. �شوف تلاحظ وجود علامة 

الإ�شتفهام " ?" في قائمة عر�س الجداول الإلكترونية 
والتي تعني عدم مقدرة البرنامج على الح�شاب.

.f  .4

فر�س التقويم
برنامج  با�شتخدام  ثقتهم  مدى  الطلاب  يظهر  �شوف 
التي  الحالت  تمثل  نماذج  لإن�شاء  وذلك  جيوجبرا 
كما  الوحدة.  هذه  من  ال�شابقة  الأن�شطة  في  واجهتهم 
�شيكون من المفيد اإتاحة الوقت الكافي للطلاب لتطوير 
في  �شي�شتخدمونه  والذي  البرنامج  هذا  مع  خبراتهم 

الوحدات القادمة.

يف�شل اأن يعمل الطلاب خلال الوقت المتبقي لهذا 
الن�شاط على عمل اإ�شدارات تفاعلية من الر�شوم 

البيانية الخا�شة بهم والتي واجهتهم في هذه 
الوحدة. يعتبر من ال�شهولة العمل على المهمة الأولى 

في قائمة المهام المقترحة وهي منا�شبة للطلبة 
الذين لي�س لديهم المقدرة الكافية على ا�شتخدام 

برمجية جيوجبرا. بينما تُعتبر المهمة الأخيرة اأكثر 
اإثارة للاإهتمام ويمكن للطلبة الذين لديهم المعرفة 

الجيدة بالبرنامج البدء في حلها مبا�شرة  بدون 
البدء في حل المهمتين الأولى والثانية.

اإن العمل على ان�شاء التمثيلات البيانية خطوة 
بخطوة ل يُعد عملياً. لذا يجب على الطلاب تحميل 

البرنامج على الجهاز الخا�س بهم والتدرب على 
هذه المهارات.

�شيقوم الطلاب بتقديم اأعمالهم اإلى المجموعة 
باأكملها ومن ثم يجب اأن يكون هناك مناق�شة 

بين المجموعة لما تم انجازة ولتبادل الآراء وهذا 
بالتاأكيد �شيعطي نتائج جيدة من قبل المجموعة.
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الوحدة الثانية

الدوالّ الأ�شيّة والعلاقات
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نظرة عامّة
�شيكت�شف الطلّاب في هذه الوحدة العلاقة بين التمثيل الجبري والتمثيل البيانيّ للدوالّ الأ�شيّة، و�شيقومون 

ا با�شتق�شاء تاأثير التحويلات الهند�شيّة المختلفة على التمثيل الجبريّ والتمثيل البيانيّ لهذه الدوالّ.  اأي�شً
وتت�شمّن الوحدة اكت�شاف �شلوك التمثيلات الأ�شيّة، و�شيكون لتقنيات التمثيل البيانيّ دور مهمّ في تو�شيح هذا 

الن�شاط.

الأهداف التعلمية للوحدة
	 ا�شتق�شاء العلاقة بين ال�شيغ الجبريّة للدوالّ الأ�شيّة وتمثيلاتها البيانيّة عند تطبيق مجموعة من •
التحويلات الهند�شيّة. 
	 ا�شتك�شاف طبيعة الدوالّ الأ�شيّة، ودرا�شة ال�شروط التّي تمثّل الدوالّ الأ�شيّة عندها مواقف مفيدة من •
واقع الحياة. 

المعرفة ال�ضابقة
يتعيّن اأن يفهم الطلّاب الدوالّ الأ�شيّة الب�شيطة وتمثيلاتها البيانيّة فهمًا جيّدًا، ويُدركوا كيفيّة تمثيل التحويلات 

الهند�شيّة مثل، الن�شحاب والتمدّد على هذه الدوالّ. كما يتعيّن اأن يكون الطلّاب قادرين على ا�شتعمال اإحدى 
تقنيات التمثيل البيانيّ مثل، Geogebra اأو Autograph اأو TI− nspire اأو الحا�شبة البيانيّة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتّجاهات وال�ضمات

	 ال�شتق�شاء ) الن�شاطان الأول والثاني(•
	 المجازفة )الن�شاط الأول(•
	 الإبداع )الن�شاط الرابع (•

المهارات المتقدّمة
	 ربط الريا�شيّات بالواقع )الن�شاطان الثالث و الرابع(•
	 التبرير )الن�شاط الثاني(•
	 النمذجة )الن�شاط الثاني(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
	 فهم البرهان )الن�شاط الرابع (•

الخطّة الزمنيّة
�شتّ �شاعات تقريبًا

الم�ضادر
	 ورق ر�شم بيانيّ.•
	 تقنية تمثيل بياني.•

26
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الوحدة الثانية: الدوالّ الأ�شيّة و العلاقات
الن�ضاط الأول: الدوالّ الأ�ضيّة

حول هذا الن�ضاط
م هذا الن�شاط كي يتمكّن الطلّاب من تمثيل  مِّ �شُ

بع�س الدوالّ الأ�شيّة تمثيلًا يدويّا على ورق ر�شم 
بيانيّ، بهدف ك�شب الثقة في التعامل مع هذا النوع 
من الدوالّ. ويتعيّن على الطلّاب مقارنة تمثيلاتهم 
البيانيّة اليدويّة بتلك الناتجة عن تقنيات التمثيل 

البياني بهدف ك�شب الثقة في التمثيلات الناتجة عن 
تقنيات التمثيل البياني.

يتعين على الطلّاب تمثيل مجموعة من الدوال الأ�شية 
ب�شكل �شريع ودون اللجوء اإلى تعيين نقاط، وعليهم 

.y = (– a(x و  y = ax كذلك ا�شتك�شاف العلاقة بين

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 ال�شتق�شاء: يتعيّن على الطلّاب الهتمام •

با�شتك�شاف الدوالّ الأ�شيّة بهدف فهم طبيعة هذه 
الدوالّ وتنوّعها.

	 المجازفة: تنتج الدوالّ y = (– a(x نتائج ملفته •
 للنظر، اإذ ل يبدو تمثيلها البياني كما هو متوقّع؛ 

لذا يحتاج الطلّاب اإلى الثقة في تو�شيح هذه 
النتيجة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
العمل الثنائيّ: لبدّ من ت�شجيع الطلّاب على مناق�شة 

فهمهم، ثمّ العمل على نحو فرديّ لإيجاد الحلّول، ومن 
ثمّ مناق�شتها مع زملائهم بعد ذلك.

20

  f (x) = ax  
 y = 2x, f (x) = 0.5x, y = 3-x, g(x) = 102x, h(t) = 2t, z = 8(w-1) 

  x 2  y = 2x
 x   y

–8 ≤ x ≤ 8y = 2x .1

  y = 2x   a

ay = 2x  b

y = 2x, y = 3x, y = 10x  c

y = 2xy = 3x, y = 10x  d y = 5x, y = 12x  

 e

      f
 x  y 




 

 
    •


    •
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اإجابات الأ�ضئلة
.a. 1

                ل توجد اإجابات حيث توؤكّد التمثيلات 
      البيانيّة والورقيّة اإحداهما الأخرى.

يتعيّن على الطلّاب ت�شمين فقراتهم الخ�شائ�س    
 ،x > 0 العامّة مثل: �شرعة ازدياد قيم الدالّة لقيم
وازدياد حدّة المنحنى بزيادة الأ�شا�س، واقتراب 
المنحنى من محور x مع ازدياد القيمة المطلقة 

لقيم x < 0، ومرور منحنيات جميع الدوالّ الأ�شيّة 
في النقطة )1 ,0(.

        يتعيّن على الطلّاب تو�شيح ملاحظاتهم المتعلّقة 
بالأعداد التخيليّة. كما يتعيّن عليهم ا�شتعمال 

تقنية تمثيل بياني، ومن ثمّ كتابة ملاحظاتهم.

�شتختلف اإجابات تقنية التمثيل البيانيّ، ويتعيّن   
على الطلّاب اكت�شاف مخرجات مختلفة، حيث 

�شيح�شل بع�س الطلّاب على ا�شتجابات ت�شير اإلى 
خطاأ الح�شابات اإن كانت تقنية التمثيل البيانيّ 

م�شبوطة على الأعداد الحقيقيّة. لذا؛ فاإنّه يتعيّن 
على الطلّاب تغيير �شبط تقنية التمثيل البيانيّ 

لِية. على الأعداد التخيُّ

.a انظر       

يتعيّن على الطلّاب ا�شتك�شاف عدّة حالت؛ مثل   
ا، اأو  الحالت التّي يكون فيها الأ�شا�س عددًا ك�شريًّ
عددًا غير ن�شبيّ، ويتعيّن عليهم ملاحظة اأنّ جميع 

الأ�شا�شات الموجبة تنتج منحنيات، مع تقديم 
اأمثلة لحالت مختلفة.

f (x( → – f (x(  .3

f (x( → f (x( + b   .4

يتعيّن على الطلّاب ملاحظة اأنّ الدالّة الجديدة   .5
 x = 0 واأنّ الم�شتقيم ،x < 0 لي�شت معرّفة عندما

يمثّل خطّ تقارب عموديّ للدالّة الجديدة. كما 
  x → ∞ عندما f (x) → ∞ ّا. ثمّ يتعيّن عليهم  يتعيّن ملاحظة اأن اإلّ اأنّ هذا القتراب بطيء ن�شبيًّ
اإيجاد بع�س النقاط على المنحنى الجديد مثل 

… ,(8,3) ,(4,2) و(2,1) ,(0,1)؛ الأمر الذي 
�شيلفت انتباههم اإلى اأنّ الدالّة هي log2 x، وذلك 
ب�شبب اأنّ الدالّتين log2 x و2x  دالّتان عك�شيّتان.

فر�س التقويم
تهيّئ هذه الوحدة فر�شة جيّدة لتقويم طلاقة الطلّاب 
في التعامل مع ال�شيغ الجبريّة والتمثيلات البيانية 
للدوالّ، وكذلك تقويم قدرتهم على ا�شتعمال تقنيات 

التمثيل البيانيّ لتو�شيح اأعمالهم.
و�شتُظهر ا�شتجابة الطلّاب لجميع اأجزاء الوحدة، مدى 

فهمهم للدوالّ الأ�شيّة. و�شيمنح ا�شتعمال تقنيات 
التمثيل البيانيّ للتحقّق من التمثيلات البيانيّة الطلّاب 

ا؛ الأمر الذي ينمّي ثقتهم  فر�شة تقويم اأعمالهم ذاتيًّ
وي�شمن ا�شتقلاليّة الحلّ.

.eالى .b

.a.2

.b

.c

.d

 .f
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الوحدة الثانية: الدوالّ الأ�شيّة و العلاقات
الن�ضاط الثاني: التحويلات الهند�ضيّة للدوالّ الأ�ضيّة

حول هذا الن�ضاط
�شيمثّل الطلّاب في هذا الن�شاط زوجين من الدوالّ 

الأ�شيّة يرتبطان ببع�شهما من خلال انعكا�س؛ ونظرًا 
لأنّ هذا التمثيل غير متوقّع فاإنّه يتعيّن على الطلّاب 
ا�شتك�شاف هذه الحقيقة باأنف�شهم. كما يتعيّن عليهم 
ا لتكوين فر�شة اأوليّة، ثمّ  البدء بتمثيل الدوالّ يدويًّ
�شيختبر الطلّاب هذا الفترا�س في المهمّة الثانية 

با�شتعمال تقنية تمثيل بياني. وتمنح المهمّة الثالثة 
الطلّاب الفر�شة للعمل في اتّجاه عك�شيّ، حيث 

�شيتعاملون مع زوجين من الدوالّ الأ�شيّة لإيجاد 
ال�شيغ الجبريّة لهذه الدوالّ.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 ال�شتق�شاء: يتعيّن على الطلّاب اإن�شاء مجموعة •

بيانات لإيجاد العلاقة بين الدوالّ.
	 التبرير: يتعيّن على الطلّاب تو�شيح �شبب اأنّ •

.y يمثّل انعكا�شًا في محور   ax → a-xالتحويل

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يتعيّن على الطلّاب العمل على نحوٍ فرديّ لإيجاد 
التمثيل البياني الأوّل، ثمّ العمل على نحو ثنائيّ 

لتطوير فر�شيّة واختبارها با�شتعمال تقنية تمثيل 
بياني. كما يتعيّن على الطلّاب اختبار تبريراتهم 

ا في مجموعات ثنائية، وت�شجيعهم على  �شفويًّ
ا�شتعمال تقنية التمثيل البياني لختبار اإجاباتهم، 

بدلً من العتماد على المعلّم.

22
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اإجابات الأ�ضئلة
  .1

        لم يتم اإ�شافة اإجابات حيث توؤكّد تقنية 
التمثيل البيانيّ الم�شتعملة �شحة التمثيل البياني 

الم�شتعملة �شحة التمثيل البياني على الورقة 
والعك�س.

.y يمثّل المنحنيان انعكا�شًا في المحور  

يتوقّع من الطلّاب كتابة عبارات �شبيهة    
بالعبارة

(0.1(x = ( 1
10

(x = 1
10x = 10–x  

.y = 2x   .2

            يتعيّن اإظهار ت�شمية الأ�شكال ب�شورة كاملة.

يتعيّن ت�شمين التو�شيح خ�شائ�س النعكا�س    
التّي لوحظت في ال�شوؤال الأول e وكلمات 

 ت�شف تاأثير 
.ax = ( 1

a
(–x

  ( 1
a

(x = a-x      .3
 y = 3x لقد تمّ اإن�شاء ال�شكل با�شتعمال الدالّتين      
وy = 3-x، اإلّ اأنّه من الممكن اإن�شاوؤه با�شتعمال 

) = y على التوالي. 1
3

(-x و y = ( 1
3

(x الدالّتين
وفي الواقع، يمكن ا�شتعمال اأ�شا�س مختلف عن   

العدد 3.

تمثّل العلاقة تمدداً معامله 2 في اتّجاه      .4
.y المحور  

      0
-1

0 و 
1

g و h، ان�شحابان من خلال المتّجهين     .5

.f على الترتيب للدالّة              

6. يتعيّن ت�شمين التقرير مخت�شرًا كاملًا عن العمل في 
هذا الن�شاط والن�شاطين 3 و 4، وو�شفًا للتمدد 
والن�شحاب والنعكا�س على نحـوٍ كامل، كما 

.a ≤ 0 يتعيّن اأن يت�شمّن تاأثير الحالة

فر�س التقويم
ا،  ا وكتابيًّ يتعيّن على الطلّاب �شرح تعاميمهم �شفويًّ

حيث يمكن تقويمهم من خلال و�شوح �شرح تبريراتهم 
للمعلّم، كما يتعيّن اأن تُظهر اأعمالهم تعابير ومفردات 

ريا�شيّة �شحيحة.

.a

.a

.d

.a
.b

.b

.b

.d

.e

.c b. و 

.c b. و 

x -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

y 100000 10000 1000 100 10 1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001
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الوحدة الثانية: الدوالّ الأ�شيّة و العلاقات
الن�ضاط الثالث: خدمة تو�ضيل الوجبات

حول هذا الن�ضاط
لبدّ من ت�شجيع الطلّاب لتطوير هذا الن�شاط اإلى ما 

ا، اآخذين في الح�شبان اأنواع  ي�شبه نموذجًا تجاريًّ
الوجبات المختلفة، والأ�شكال المختلفة لل�شناديق، 
وو�شائط النقل، وطبيعة منطقة التو�شيل التّي قد ل 

تكون دائريّة في التطبيق العمليّ.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 ربط الريا�شيّات بالواقع: يتعيّن على الطلّاب في •

هذا الن�شاط نقد الريا�شيّات بناءً على معرفتهم 
بكيفية برودة الوجبات.

	 النمذجة: يتعيّن على الطلّاب التعامل مع نموذج •
ب�شيط متعارف عليه، ونقد المعرفة الم�شتعملة فيه، 

ومن ثمّ يمكنهم التعامل مع نماذج اأكثر تطوّرًا.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
العمل في مجموعات: يتعيّن على الطلّاب العمل في 

مجموعات لم�شاركة الأفكار ومناق�شتها. ويتوقّع من 
الطلّاب اإجراء التجارب باأنف�شهم؛ الأمر الذي يتطلّب 

توفير مجموعة من الوجبات الطازجة، وميزان حرارة 
ي�شتعمله الطلّاب لقيا�س درجة حرارة الوجبات. ولبدّ 
من ت�شجيع الطلّاب على التعامل مع هذه الم�شاألة كما 

لو اأنّها م�شروع، وكتابة تقرير كما لو كانوا م�شت�شارين 
في هذا الم�شروع، وا�شتخلا�س ا�شتنتاجاتهم على 

اأ�شا�س تجاريّ.
24
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اإجابات الأ�ضئلة
ا على تقنية  تعتمد دقّة هذه المهمّة اعتمادًا قويًّ

ا اإنتاج  التمثيل البيانيّ الم�شتعملة؛ اإذ يمكن يدويًّ
نماذج خطيّة مقبولة، اإلّ اأنّه ي�شعب اإيجاد النماذج 

التربيعيّة والأ�شيّة على نحوٍ دقيق.
لذا؛ �شتُقبل الإجابات التقريبيّة، و�شيتمّ نقد كلّ من 

النموذجين الخطيّ والتربيعيّ.
يتوقّع اأن يح�شل الطلّاب على نموذج دقيق يمثل 
البيانات في المهمّة الأولى، وذلك اإن تمكّنوا من 

ا�شتعمال تقنية تمثيل بياني دقيقة.
يبرد الطعام بمعدّل يقلّ بقليل عن °2 في الدقيقة؛   .1

لذا نتوقّع اأن ت�شل درجة حرارته °30 بعد 30 
دقيقة. و�شي�شل درجة حرارة الغرفة وهي عادةً 
°22 بعد �شاعتين، ثمّ بعد 24 �شاعة مرّة اأخرى. 

وباإمكانك اختيار قيمة اأخرى لدرجة حرارة 
الغرفة ح�شب البيئة التّي تعي�س فيها.

ا  تمثّل المعادلة f(x( = –1.7x + 86 نموذجًا خطيًّ  .2
ا للبيانات. تقريبيًّ

�شيكون الزمن التقريبيّ 22.4 دقيقة با�شتعمال   .3
النموذج في المهمّة الثانية.

مرّةً اأخرى، با�شتعمال النموذج المُعطى:  .4 
−2362° (iii(  −118° (ii(  35°      

ا في درجة  ا م�شتمرًّ يُظهر النموذج الخطيّ تناق�شً  
الحرارة، ت�شل اإلى اأبعد من نقطة التجمّد.

اإلّ اأنّنا نعرف اأنّ الطعام �شيبرد اإلى اأن ي�شل   
درجة حرارة الغرفة، واأنّه لن يبرد اأكثر من ذلك.

تمثّل المعادلة:   .5
g(x( = 0.02x2 – 1.9x + 86  

ا للبيانات ويمكن  ا تقريبيًّ نموذجًا تربيعيًّ  
الح�شول عليها بتعوي�س الأزواج المرتبة

      )69 ,10( ,)77 ,5( ,)86 ,0( في ال�شيغة العامة 
للمعادلة التربيعية  y = ax2 +bx + c. و�شيعطي 

هذا النموذج درجات الحرارة:
49190° (iii(  218° (ii(  52° (i(  

       لحظ اأنّ النموذج التربيعيّ يقترح اأنّ درجة 
حرارة الطعام �شتبداأ بالزيادة مرّة اأخرى اإلى اأن 

ا. ت�شل اإلى درجات حرارة مرتفعة جدًّ
       يمكن كذلك ا�شتعمال برمجية جيوجبرا لإيجاد 

هذا النموذج.

 

التعليمات التالية�شوف ت�شاعدك في ذلك:
افتح �شفحة جديدة في برنامج جيوجبرا. 	•  

اختر جدول الكتروني )Spreadsheet(من    	•  
. )View( قائمة العر�ض               

قم باإدخال قيم الزمن في العمود  A، وقيم   	•  
. B درجات الحرارة المناظرة لها في العمود             
قم بتظليل الخلايا التي تحتوي القيم التي  	•  
              اأدخلتها وذلك ب�شحب موؤ�شر ال�شا�شة فوقها.

 )Tow Variable(   اختر الأمر 	•  
              )Regression Analysis(   من قائمة 

              المهام اأعلى ال�شا�شة.   
ا�شغط على اأيقونة تحليل )Analyze( في   	•  

              مربع  الحوار الذي يظهر بعد ذلك.     
اختر تحليل )Polynomial( من قائمة  	•  

    )Regression Model( نموذج الانحدار               
               التي تظهر اأ�شفل ال�شا�شة.

تمثّل المعادلة:  .6
h(x( = 1.03–1.02(x–138( + 22  

ا للبيانات. نموذجًا اأ�شيًّ  
و�شيعطي هذا النموذج درجات الحرارة  

 22° (iii(  23.7° (ii(  48° (i(  
وتو�شف هذه النتائج باأنّها من�شجمة مع توقّعاتنا.  

بح�شب هذا النموذج، فاإنّ درجة حرارة الطعام   
�شت�شل اإلى °48 بعد 30 دقيقة، وتعدّ هذه النتيجة 
اأف�شل لإدارة المطعم من نتيجة النموذج الخطيّ. 

لذا؛ اإذا كان معدّل �شرعة الدراجة النارية التي 
ت�شتعمل لتو�شيل الوجبات km/h 30، فاإنّ 

باإمكان الدراجة النارية  تغطية منطقة ن�شف 
.0.5hr × 30km/hr = 15km قطرها

فر�س التقويم
يتعيّن على الطلّاب محاولة اإيجاد نماذج بدقة عالية، 
وبناءً عليه، يمكن النظر اإلى دقة النموذج باأنّها نقطة 

اأ�شا�شيّة في التقويم. ويحتاج الطلّاب اإلى الثقة في 
نقد نماذجهم ح�شب الواقع، وبناءً عليه يتعيّن تقويم 

نقدهم.
كما يمكن للطلّاب تقديم تقارير موجزة حول 

ا�شتنتاجاتهم للم�شاعدة في عمليّة التقويم.

(i(
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الوحدة الثانية: الدوالّ الأ�شيّة و العلاقات
ً الن�ضاط الرابع: مقادير كبيرة جدا

حول هذا الن�ضاط
يت�شمّن هذا الن�شاط ثلاث م�شائل تقليديّة تُنتج اأعدادًا 

ا. ويتعيّن على الطلّاب في المهمّة الأولى  كبيرةً جدًّ
اإيجاد قاعدة وطريقة لبرهان �شحّتها ب�شورة عامّة. 

اأمّا في المهمتين 2 و 3، فاإنّه يتعيّن على الطلّاب 
ا على نحوٍ يمكّنهم من  التعامل مع كميّات كبيرة جدًّ

ا�شتخلا�س بع�س ال�شتنتاجات العمليّة المتعلّقة 
بهذه الكميّات، اإذ لبدّ من ت�شجيعهم للنظر في م�شائل 

مثل، �شُمك الورقة، وم�شاحتها ال�شطحيّة في المهمّة 
2، ووزن وحجم الأرز، والإنتاج العالميّ من الأرز في 

المهمّة 3.
�شيتمكّن الطلّاب من ا�شتق�شاء عدّة جوانب مرتبطة 

بكلّ م�شاألة، وعندها يمكن للطلّاب كتابة تقارير 
لوا اإليها. تلخّ�س النتائج التّي تو�شّ

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 ربط الريا�شيّات بالواقع: يتعيّن على الطلّاب تقدير •

الكميّات الكبيرة الناتجة عن الدوالّ الأ�شيّة.
	 الإبداع: يتعيّن على الطلّاب تطوير اأ�شئلتهم والبحث •

ا في ا�شتق�شاء  فيها، واأن ياأخذوا دورًا اإبداعيًّ
المو�شوعات الرئي�شة.

	 فهم البرهان: يتعيّن على الطلّاب تطوير برهان •
للقاعدة التّي تمّ اإيجادها لبرج هانوي.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يتعيّن على الطلّاب العمل في مجموعات �شغيرة، 

�س  ل اأن تكون مجموعات ثلاثيّة، بحيث تخ�شّ ويف�شّ
المهمّة لكلّ فرد من اأفراد المجموعة؛ كي تكون 

م�شاهمات كلّ منهم وا�شحة تمامًا.
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اإجابات الأ�ضئلة
يبيّن الجدول الآتي اأ�شغر عدد ممكن من الحركات   .1

في عدّة حالت.

يمكنك برهان ال�شيغة un = 2n – 1 من خلال   
ملاحظة اأنّك عند اإ�شافة قر�س واحد �شتحرّك 

جميع الأقرا�س ال�شابقة، ثمّ تحرّك القر�س الجديد، 
ثمّ تحرّك جميع الأقرا�س ال�شابقة مرّة اأخرى. اأيْ 

 اأنّ un+1 = 2un + 1. وبال�شتقراء نجد اأنّ 
u1 = 21 – 1 = 1، اأيْ اأنّ القاعدة تكون �شحيحة 

عندما n = 1. افر�س �شحّة القاعدة لـِ un، وبرهن 
.un+1 = 2n+1 – 1 ِشحّتها لـ�

من المعلوم اأنّ un+1 = 2un + 1، ؛ لذا فاإنّ:  
   un+1 = 2 × (2n – 1( + 1        

                             = 2n+1 – 2 + 1

                             = 2n+1 – 1

وبهذا يكتمل البرهان.  
فاإذا كان نقل القر�س الواحد يحتاج اإلى ثانيتين،   
فاإنّ ذلك يعني اأنّه يلزم 1.2 تريليون �شنة تقريبًا 

لإنجاز المهمّة .

يمكن طيّ الورقة العاديّة بمعدّل 6 اأو 7 طيّات.  .2
افر�س اأنّ �شُمك الورقة 0.1 مليمتر، فاإنّ �شُمك   

 0.0001 × 2n هو n مجموعة الورق بعد العمليّة
مترًا. لذا؛ اإذا كان ارتفاع الغرفة 3 اأمتار، فاإنّنا 

بحاجة اإلى ق�سّ الورقة 12 مرّة.
يبلغ ارتفاع برج خليفة في دبي 828 مترًا وهو   

الأعلى في العالم. عندها �شنحتاج اإلى ق�سّ 

الورقة 20 مرّة. وللو�شول اإلى القمر الذي يبعد عن 
الأر�س بمقدار 38440km فاإنّنا نحتاج ق�سَّ 

الورقة 39 مرّة. ويتعيّن على الطلّاب التحقّق من 
الآثار غير العاديّة لهذه النتائج مثل، الأبعاد التّي 

يتعيّن اأن تكون بها الورقة، وم�شاحة المقطع 
العر�شيّ للمجموعة. وقدرتنا على تثبيت الأوراق 
فوق بع�شها. كما اأنّ موقع مجموعة الورق على 
�شطح الأر�س بالن�شبة للقمر �شيكون ق�شية بحد 

ذاته.
�شن�شهّل الم�شاألة بالنظر اإلى الأرز في المربّع   .3

الأخير، حيث �شيحتاج اإلى 1018× 9.2 ≈ 264-1 
حبّةً من الأرز. �شجّع الطلّاب على اختبار العلاقة 

بين حجم الأرز ووزنه وعدد الحبّات.
بالبحث في �شبكة الإنترنت، فاإنّ معدّل عدد حبّات   

الأرز في الكيلو جرام الواحد يبلغ حوالي 36590 
 حبة. لذا؛ فاإنّ مكافاأة الخادم �شتبلغ 

1014 × 2.5 كجم، اأو نحو 1012 × 5 عبوة �شعة كلّ 

منها 50 كجم.
وبمقارنة هذا العدد مع الإنتاج الحالي ال�شنوي   

من الأرز في العالم البالغ 410 مليون طن، اأيْ
      109 × 4.1 كجم، فاإنّنا نحتاج اإلى اإنتاج العالم من 

الأرز مدّة 61000 �شنة. ل بدّ من ت�شجيع الطلّاب 
ل�شتك�شاف بع�س الم�شائل مثل تغير الإنتاج 

العالميّ من الأرز، وعمليّة النقل. كم عبوة تتّ�شع 
الحاوية؟ وكم حاوية تتّ�شع ال�شفينة؟ ثمّ يتعيّن 

ل  عليهم تطوير اأ�شئلتهم لكتابة تقرير ريا�شيّ مف�شّ
يتعلّق بالمو�شوع.

فر�ضة التقويم
يتعيّن على الطلّاب كتابة برهان وا�شح وكامل 

وموجز في المهمّة الأولى، ويُعدّ اإنجاز هذا البرهان 
ا في عمليّة التقويم اإذ  ب�شورة م�شتقلّة معيارًا مهمًّ

يحتاج الطلّاب اإلى ا�شتك�شاف المهمّات. كما لبدّ من 
تقويم قدرتهم على اإنجاز المهمّة ، والتوجّه الإبداعيّ 

عند العمل في مجموعات. ويتعيّن على الطلّاب تقديم 
لوا اإليه، واإبراز م�شاهمات كلّ فرد من اأفراد  ما تو�شّ

المجموعة.

اأقل عدد ممكن ممن الحركاتعدد الأقرا�س
11
23
38
415
531
n2n−1

 64264−1≃ 1.8×1019
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الوحدة الثالثة
الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
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نظرة عامّة
تقدم هذه الوحدة للطلاب فر�شاً  ل�شتك�شاف ا�شتخدامات اللوغاريتمات و�شلوكها.�شيتم ا�شتكاف الأ�شاليب 

الجبرية للتعامل مع  اللوغاريتمات بال�شافة اإلى تقديم ا�شتخدامها للم�شاعدة في الح�شاب كو�شائل لتر�شيخ 
فهم الطلاب لأثر ا�شتخدام اللوغاريتمات بال�شافة اإلى تقديم نبذة تاريخيةحول تطور هذا المجال في علم 

الريا�شيات.
ي�شف قانون بنفورد توزيع الأرقام الموجودة  في المنزلة الأولى من الأعداد في مجموعات البيانات الرقمية 

في حياتنا العملية، ويقدمه كاأحد التطبيقات على اللوغاريتمات. كما �شوف يتم تعريف الطلاب بفكرة القيا�شات 
اللوغاريتمية الم�شتخدمة في العديد من المجالت العلمية.

الأهداف التعلمية للوحدة
	 ا�شتك�شاف الدوال والعلاقات اللوغاريتمية.•
	 تطوير فهم عميق لخ�شائ�س اللوغاريتمات.•

المعرفة ال�ضابقة
يجب ان يكون الطلاب على دراية بالطرق الجبرية وعلاقتها باللوغاريتمات، على �شبيل المثال ا�شتخدام 

اللوغاريتمات في حل  المعادلت التي تكون فيها القيم المجهولة اأ�ش�شاً. يجب ان يكون لدى الطلاب الثقة عند 
ان�شاء نماذج جداول البيانات لتق�شي النظمة الريا�شية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتّجاهات وال�ضمات

البداع )الن�شاطان الثاني والرابع( 	•
المجازفة )الن�شاط الثاني(  	•

المهارات المتقدّمة
	 التعميم ـ القدرة على روؤية ماذا يحدث في هذا المثال لكي يتم مقارنتها مع حالت مت�شابهة )الن�شاطان •

الثاني والثالث(
	 الدقة ـ القدرة على العمل بفاعلية �شمن اإطار من القواعد المحددة )الن�شاطان الثاني والرابع(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
فهم البرهان )الن�شاط الثالث( 	•

ر في البنية الريا�شية )الن�شاطان الثالث والرابع( التب�شُّ 	•
تقدير الروابط  )الن�شاطان الثالث والرابع( 	•
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الخطّة الزمنيّة
ما يقارب 16 �شاعة، ولكل من الأن�شطة المدة الزمنية نف�شها.

الم�ضادر
�شيكون الطالب بحاجة الى ورقة بي�شاء و و�شائل اآمنة لق�س �شرائط الورقة في الن�شاط الثاني.

التكنولوجيا 
	 �شوف يحتاج الطلاب الو�شول الى �شبكة الإنترنت لن�شخ مجموعة بيانات عددية على الموقع•

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_future_GDP_)PPP(_estimates
    ثم ا�شتعمال برنامج الجداول الإلكترونية لعمل ن�شخهم الخا�شة.
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الوحدة الثالثة:الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
الن�ضاط الأول: اللوغاريتمات

حول هذا الن�ضاط
يتكوّن هذا الن�شاط من مهامّ ترتبط باللوغاريتمات 

وتتزايد درجة �شعوبتها.
�شمّمت الأن�شطة 1−4 لتدريب الطلّاب على معالجة 
اللوغارتمات بطلاقة، ونو�شي اأن ي�شتذكر الطلّاب 

العلاقة بين الأ�ش�س واللوغاريتمات، وقوانين 
اللوغاريتمات، وقاعدة تغيير اأ�شا�س اللوغاريتم، 

ة بهم  ويعمدوا اإلى ت�شجيلها. واأن يكوّنوا اأمثلة خا�شّ
ويُحلّوها، ويكتبوا ملاحظاتهم عن الحلول. �شجّع 
الطلّاب على العمل في مجموعات ثنائيّة لتنفيذ 

الأن�شطة 2−4، حيث يناق�شوا الفكرة الأ�شا�شيّة التّي 
يحتاجون اإليها لإتمام البرهان، وبعد ذلك يعملوا 
ب�شورة منفردة ويت�شاركوا الحلول. تتطلّب المهمّة 

الثانية قانون تغيير اأ�شا�س اللوغاريتم، وتتطلب 
المهمة الثالثة ا�شتعمالً متكرراً لقانون ال�شرب في 

اللوغاريتمات، واأمّا المهمّة الرابعة فتتطلّب ا�شتعمالً 
ا للمتطابقات المثلّثيّة. ذكيًّ

المهمّتان الثالثة والرابعة هما اأ�شئلة اإثبات، ت�شبهان 
نماذج من اأ�شئلة اأولمبياد الريا�شيّات، ويتعيّن على 

الطلّاب ا�شتعمال القاعدة المنا�شبة. واأمّا الجزء الأخير 
فهو نبذة حول حدث مهمّ من تاريخ الريا�شيّات، ومن 
المفيد مناق�شة الطلّاب في وحدات القيا�س الم�شتعملة. 

لذا؛ يتعيّن اأن ينفّذ هذا الجزء على نحوٍ تعاونيّ على 
�شورة مجموعات ثنائية اأو مجموعات �شغيرة.

�شجّع الطلاب على الدخول اإلى الموقع الإلكتروني من 
ة كاملة، وممّا  خلال الرابط المُعطى ل�شتك�شاف الق�شّ
ي�شعّب الم�شاألة هو اأهميّة الفهم الدقيق لقانون كيبلر، 

لذا؛ اطلب اإليهم مناق�شة فهمهم لهذا القانون. يعني 
ا�شتعمال مو�شوع التنا�شب اأنّنا نبحث عن علاقة اأ�شيّة، 

وت�شتعمل اللوغاريتمات ل�شبط العلاقة والتمكّن من 
تمثيلها. وبناءً عليه، فاإنّ العلاقة بين اللوغاريتمات 

تخلق علاقة اأ�شيّة بين الكميّات.
ثمّ يعر�س الطلّاب ما وجدوه، ويتحاورون في تو�شيح 

�شروحاتهم.
�شتحتاج اإلى ورق ر�شم بيانيّ لوغاريتمي، ويمكن 

اأن تجده في ال�شبكة العالميّة للمعلومات في الموقع 
www.printfreegraphpaper.com
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خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 القدرة على ربط الريا�شيّات بالحياة.•
	 القدرة على ال�شتدلل الريا�شيّ.•
	 ا(.• اإدراك ما وراء المعرفة )التفكير ريا�شيًّ
	 القدرة على التعميم.•
	 الطلاقة في اأداء المهارات الريا�شيّة.•
	 القدرة على بناء نموذج ريا�شيّ.•
	 ر العميق للبنية الريا�شيّة الأ�شا�شيّة.• التب�شّ
	 فهم "الأفكار الكبيرة" في الريا�شيّات.•
	 القدرة على فهم البرهان وبنائه.•

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن �شحب الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة.
اإجابات الأ�ضئلة

2      
  

2  

 log2 9 x log38 = log2 3
2 x log3 8        

 = 2log2 3 x log3 8  

 = 2log28  

 = 2log2 2
3  

 = 2 x 3 log22  

 = 6  

loga x + loga x
2 + … + logax

n = loga (x.x2 … xn(

= loga (x
n(n + 1(

2 ( =  n(n + 1(
2

 loga x = n(n + 1( loga �x

      يمكن ا�شتعمال اللوغارتيمات لأيّ اأ�شا�س:

[لأنّ  sin 1° تخت�شر مع، cos 89° وهكذا..]

.a
الأر�سالزهرةعطارد

log10d   −0.4122−0.14070

log10T   −0.6184−0.21100

زحلالم�شتريالمريخ
log10d   0.18290.71629.539

log10T   0.27441.07421.4692

يجب الر�شم على م�شتوى بيانيّ لوغاريتمي   
 y و�شيكون ميله 1.5 ومقطع المحور ،log− log

ي�شاوي �شفر.
log10T = 1.5log10d   .c

T= d1.5 تكافئ T2 = d3 )لأنّ d ،T موجبتان( وهذا   
يعني اأنّ زمن الدورات حول ال�شم�س ي�شاوي 1.5 

متو�شّط م�شافاتها عن ال�شم�س. وهذا ما عناه كيبلر 
عندما قال: اإنّ الن�شبة بين زمنيّ دورة كوكبيْن 

ت�شاوي مرّة ون�شف المرّة الن�شبة بين متو�شط 
بُعديهِما عن ال�شم�س.

وتَنتُج ال�شيغة الأكثر �شيوعًا لهذه النتيجة من   
المعادلة T = d1.5 التّي تكافئ T2 = d3 )لأنّ كلاًّ 
من d ،T موجبة(. وتعني اأنّ الن�شبة بين مُربعيْ 

زمن الدوران حول ال�شم�س ت�شاوي الن�شبة بين 
مُكعبيْ متو�شّط البعد عن ال�شم�س.

.1

.2

.3

.a

.c
.b

.4

.5

1
4

.d

= log10 (tan 1° x tan 2° x … x tan 89°(

= log10 ( sin1°
cos1° x sin2°

cos2°  x ... x sin89°
cos89°( = log 1 = 0

log10tan1° + log10 tan2° + … + log10 tan 89°

يمكن ا�شتعمال اللوغاريتمات لأيّ اأ�شا�س، و�شوف 
ن�شتعمل القانون: loga b logb x = logax في هذا 

الن�شاط.

   = loga )x1+2+…+n(

  = log10 d
1.5

 T = d1.5   
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فر�س التقويم
تعدّ المهمّة الثالثة دليلًا جيّدًا على قدرة الطلّاب على 

كتابة البرهان. اإنّ ملاحظة ا�شتجابات الطلّاب على 
ة مدى تقدّمهم دون الحاجة  المهمّة الأخيرة − وخا�شّ

اإلى م�شاعدة − تبيّن مدى قدرتهم على ربط الريا�شيّات 
بالواقع واإيجاد نموذج ريا�شيّ. ومن المهمّ ت�شجيع 

الطلّاب على عر�س نتائجهم على �شورة عبارات 
لفظيّة مرفقة مع تو�شيحاتهم التّي تبيّن لماذا، وكيف 

لوا اإلى هذه النتيجة. تو�شّ
ويتعيّن اأن ي�شعر الطلّاب بالر�شى عند مناق�شة 

حوا  كلّ طالب يعر�س نتائجه متوقّعين اأن يو�شّ
�شروحاتهم وينقّحوها.
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حول هذا الن�ضاط
في هذا الن�شاط ي�شتك�شف الطلاب خ�شائ�س 

اللوغاريتمات عن طريق �شنع الم�شطرة المتحركة 
الخا�شة بهم وا�شتخدامها لإجراء عمليات ال�شرب 

والق�شمة. بعد ذلك يقومون بربط الح�شابات التي 
اأجرَوها بخ�شائ�س اللوغاريتمات.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – القدرة على تمثيل الم�شاألة وت�شنيفها •

بطريقة اأكثر �شمولية وترابط على ح�شب علاقتها 
بالمعلومات ال�شابقة.

	 المجازفة – القدرة على تمييز القوانين وتوجيهها •
لإيجاد �شكل اآخر �شحيح ولكن جديد للقانون.

	 التعميم – القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري •
في مثال ما على مواقف م�شابهة.

	 الدقة – القدرة على العمل بفاعلية �شمن اإطار من •
القواعد المحددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة. �شيت�شمن هذا الن�شاط اأداءً عملياً، لذلك 
�شيحتاج الطلاب م�شاحة كافية للعمل براحة واأمان.

الوحدة الثالثة:الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
الن�ضاط الثاني: اللوغاريتمات وقوانين الم�ضطرة المتحركة
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1.8 ×32




10
 

1.505 32
0.2551.8

0.2551.5051.760


1.8 ×3257.6
49117.6




2.691 491
1.246 17.6

101.445 27.92.691 − 1.246 1.445
49117.627.9

3



48 × 6.7 a

38.9 × 104.6 b
663 ÷ 29.2 c

1087 ÷ 345 d



42

48 × 6.7

العدد                     اللوغاريتم
1.681              48

0.826          6.7

الآن نجمع قيمتي اللوغاريتم:   
0.826 + 1.681 = 2.507

اأخيراً، نجد قيمة 321.4 = 102.507                                
مقرباً اإلى منزلة ع�شرية واحدة

للتحقق من الإجابة، نقوم باإجراء عملية ال�شرب 
مبا�شرة:  

 48 × 6.7 = 321.6

38.9 × 104.6

العدد                     اللوغاريتم
1.590          38.9

2.020     104.6
الآن نجمع قيمتي اللوغاريتم:                                       

 3.610  = 1.590 + 2.020 )3 منازل ع�شرية(                                               
اأخيراً، نجد قيمة 4073.8 = 103.610 مقرباً اإلىمنزلة 

ع�شرية واحدة .للتحقق من الإجابة، نقوم باإجراء 
عملية ال�شرب مبا�شرة:   

38.9 × 104.6 = 4068.9 

663 ÷ 29.2

العدد                   اللوغاريتم
2.822               663

1.465           29.2
الآن نح�شب 1.357 = 1.465 − 2.822   

  )3منازل ع�شرية( ثم نح�شب 22.8 = 101.357
باإجراء الق�شمة مبا�شرة  22.7 = 29.2 ÷  663  

مقرباً اإلى منزلة ع�شرية واحدة
)عدم الدقة في الرقم الثالث �شببها الخطاأ الناتج من 

التقريب(
1087 ÷ 345

اللوغاريتم العدد            
3.036      1087

2.538                 345

الآن نح�شب 0.498=2.538 - 3.036 
)3منازل ع�شرية( ثم نح�شب 3.6 = 100.498

باإجراء الق�شمة مبا�شرة 3.6 = 345 ÷ 1087

يجب ت�شجيع الطلاب للعمل بحذر ودقة في هذا 
الن�شاط. اإن ا�شتخدام �شكين حاد اأو قاطع م�شتدير 

�شي�شمن الح�شول على حافة م�شتقيمة بين 
الم�شطرتين ولكن من الوا�شح اأن اأخذ احتياطات 

ال�شلامة بعين العتبار اأمر اأ�شا�شي.

ال�شيء الأ�شا�شي في هذه الح�شابات هو اأن النقطة 
    log103 رة 3 على الم�شطرة هي في الحقيقة تبعد الموؤَ�شَّ
وحدة على يمين العدد 1. بعد ذلك نقوم بو�شع العدد1  
   log102 على الم�شطرة العلوية فوق العدد 3 ثم نتحرك

وحدة اإ�شافية لتبلغ الم�شافة الكلية
 log103 + log102 = log106  وحدة على يمين العدد 

1 على الم�شطرة ال�شفلية، وعندها �شيكون العدد 6 هو 
ر عليه. الموؤَ�شَّ

 

    

 .a.1 .2

 .3

  .c  .4

  .c  .5

  .b  .6

 .b

 .c

 .d

في هذه الحالة قمنا في الحقيقة بال�شرب بـاِلعدد 
8، ثم قمنا بتعديل قيمة العدد بناءً  0.8 بدلً من 
على ذلك. هناك امر ي�شتحق ذكره للطلاب وهو اأنه 

باإمكاننا اإ�شافة اأ�شفار لكل من الأعداد على اإحدى 
الم�شطرتين )بحيث ت�شبح 10، 20، 30… 100( 
وو�شلها بالم�شطرة الأ�شلية للح�شول على م�شطرة 

لوغاريتمية من 1 اإلى 100. وبنف�س الطريقة 
يمكننا و�شع الأعداد 0.1، 0.2، 0.3… 1.0 على 

ن�شخة اأخرى وو�شلها من الي�شار للح�شول على 
م�شطرة لوغاريتمية ت�شمل ثلاث مقايي�س.

الجواب لهذه الح�شابات �شيكون موقعه على 
                                                            log103.2 − log102 = log101.6   م�شافة

وحدة على يمين العدد 1 على الم�شطرة ال�شفلية 
والذي �شيكون العدد 1.6.

910     )i(
27600  )ii(

19.5  )iii(
6.67  )iv(

اإجابات الأ�ضئلة

3 منازل ع�شرية
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2 على حافة الثَّني. c.  �شيكون العدد   .7
e و .d     

          عندما تُو�شع حافة الم�شطرة الي�شرى عند عدد     
          ما، �شتكون الثنية عند الجذر التربيعي لذلك   

نْية            العدد. اإذا رمزنا للعدد بالرمز x فاإن الثَّ
          �شتكون عند العدد  

0.405      .8
…  0.4053  بعد       b.  �شتوؤول المت�شل�شلة اإلى 

          ثمانية حدود. 

فر�س التقويم
يمنح هذا الن�شاط فر�شة جيدة للطلاب لمراجعة فهم 

للوغاريتمات والمقايي�س )الم�شاطر( اللوغاريتمية.

 .a

1

2
       log10 x = log10 √x.
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حول هذا الن�ضاط
كما تم التو�شيح في كتاب الطالب، فاإن الأرقام 

الموجودة في المنزلة الأولى من الأعداد في مجموعات 
البيانات الرقمية في حياتنا العملية لي�شت موزعةً 

ب�شكل ع�شوائي. في الحقيقة الرقم 1 هو الأكثر تكراراً 
ثم 2 ثم 3 وهكذا حتى الرقم 9 الذي هو الأقل ظهوراً 
في المنزلة الولى. اأول من اكت�شف هذه الظاهرة هو 

عالم الريا�شيات الكندي �شايمون نيوكوم في عام 
اأن كتب جداول اللوغاريتمات  1881م، عندما لحظ 

مهترئةً اأكثر في ال�شفحات التي فيها اأرقام تبداأ 
بالأعداد ال�شغيرة. فقد كان النا�س يبحثون عن هذه 
الأرقام ب�شكل اأكثر تكراراً لأن ظهورها في البيانات 

الطبيعية كان اأكثر تكراراً. في عام 1938 م قام 
المهند�س الأمريكي فرانك بنفورد باكت�شاف القانون 

الذي يحمل ا�شمه الآن. في هذا الن�شاط �شي�شتك�شف 
الطلاب خ�شائ�س ونتائج قانون بنفورد. 

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 فهم البرهان – القدرة على النتقال من ال�شيء    •

      الواقعي اإلى ال�شيء المجرد ب�شرعة.
	 تقدير الروابط –ا�شتخدام العلاقات من الخبرات •

ال�شابقة للبحث عن تعميمات ممكنة.
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية– القدرة •

على تجزئة المهمة، القدرة على اتخاذ القرار 
ب�شاأن اأ�شلوب الحل المنا�شب، ثم تنفيذ الن�شاط.

	 التعميم – القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري •
في مثال ما على مواقف اأخرى م�شابهة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن �شحب الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة 
بحيث يعمل كل طالب على جهاز حا�شب اأو كل طالبين 

معاً على نف�س الجهاز.

اإجابات الأ�ضئلة
.1

.c اإلى .a    

.d 

الوحدة الثالثة:الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
الن�ضاط الثالث: قانون بنفورد

قد يحتاج الطلاب بع�س الم�شاعدة في اإن�شاء 
نموذج الجدول الإلكتروني. لحظ النقاط التالية 

على وجه الخ�شو�س:
ال�شيغة الم�شتخدمة لإيجاد الرقم الأول

  = LEFT)B2,1( :من الي�شار هي بب�شاطة
ويجب اإدخالها في الخلية I2 ثم ن�شخها اأفقياً 
 I2 بعد ذلك ن�شخ الأ�شطر من .N حتى العمود

اإلى N2 اإلى الأ�شفل حتى ال�شطر 186.
اأدخل الأعداد 1، 2، 3،…9 في الخلايا من 
Y2 كما هو مبين، اكتب ال�شيغة  اإلى   Q2

)COUNTIF)$I2:$I186,Q$2 = في 
الخلية Q3. ا�شحب ب�شكل عر�شي حتى الخلية 

اإلى الأ�شفل حتى   Q3 Y3. الآن ا�شحب الخلية 
الخلية Q4. عدِّل ال�شيغة بتغييرI اإلى J. بعد 

ذلك ا�شحب Q4 اأفقياً حتى Y4. بعدها ا�شحب 
 K اإلى   J Q5 وغيِّر  اإلى الأ�شفل حتى   Q4

 Y8 اإلى Q8 وا�شحب اأفقياً. اأعد حتى يتم �شحب
.N اإلى M وهكذا حتى ت�شل اإلى تغيير

33







     1
185





httpenwikipediaorgwikiListofcountriesbyfutureGDPPPPestimates

Excela
b

20162011
NILEFT c

COUNTIFY P  d


AVERAGE e
 f
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قد يحتاج الطلاب للتذكير اأن برنامج الجداول 
  AVERAGE  اللكترونية ي�شتخدم ال�شيغة

لح�شاب المتو�شط الح�شابي. اأدخل ال�شيغة                                 
) AVERAGE)Q3:Q8 = في الخلية Q9 وا�شحب 

.Y9 اإلى اليمين حتى الخلية
قد تحتاج في هذا الفرع اإلى تذكير الطلاب بطريقة 

تظليل خلايا غير متجاورة في برامج الجداول 
 Ctrl الإلكترونية وذلك باإبقاء ال�شغط على المفتاح

في لوحة المفاتيح في اأثناء اختيار الخلايا التي تريد 
تظليلها.

يبين الجدول الآتي قيم االحتمالت. اإن قيمة 
الحتمال ت�شاوي المتو�شط الح�شابي لتكرار العدد 

مق�شوماً على اإجمالي عدد الدول وهو 185.

 

  القيم المتوقعة با�شتخدام قانون بنفورد مبينة في   
  الجدول.

مجموعة البيانات التي تم درا�شتها اإلى الآن تتوافق 
ب�شكل جيد مع قانون بنفورد. لكن انتبه اأن العلاقة 

تقريبية فقط.

123456789الرقم الأول

0.2770.2220.1320.1040.0520.0610.0450.0370.029الحتمال

123456789الرقم الأول

0.3010.1760.1250.0970.0790.0670.0580.0510.046الحتمال

 .e

 .f

 .b

 .a.3

 .2
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البيانات التي تم اإنتاجها بهذه الطريقة لن تتوافق 
مع قانون بنفورد. اإن من المثير للاإنتباه اأن قانون 

بنفورد ي�شتخدم كثيراً المحا�شبة الق�شائية لكت�شاف 
البيانات المزورة. هذا التحليل يعتبر دليلًا قانونياً 

عند بع�س ال�شلطات الق�شائية.

بالرغم من اأن البيانات التي تم اإيجادها تغطي قيمة 
اأ�شية واحدة، اإل اأنها تتوافق ب�شكل جيد مع قانون 

بنفورد.

يجب على الطلاب ا�شتخدام ال�شعر الحالي ل�شرف 
العملات. �شيجد الطلاب اأن توزيع الرقم الأول لم يتغير 

ب�شكل كبير عند تغيير وحدة قيا�س البيانات بهذه 
الطريقة.

في المقابل، اإن توزيع الرقم الأول لمجموعة البيانات 
المختارة ع�شوائياً �شيتغير بتغير وحدة القيا�س.

في الحقيقة التوزيع اللوغاريتمي المتوقع با�شتخدام 
قانون بنفورد هو الوحيد الذي لن يتغير بتغير وحدة 

القيا�س. ونحن نتوقع اأن مجموعة من البيانات في 
حياتنا العملية �شتكون كذلك؛ اأي اأن توزيع الأرقام لن 
يكون معتمداً على وحدة القيا�س الم�شتخدمة للبيانات.

 .c.4

 .5

  .a  .6

 .b

فر�س التقويم
هذا الن�شاط يمنح فر�شة جيدة لمراجعة ثقة الطلاب 
في ا�شتخدام الجداول الإلكترونية لتحليل البيانات.
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حول هذا الن�ضاط
في هذا الن�شاط �شي�شتك�شف الطلاب خوا�س المقايي�س 

اللوغاريتمية با�شتخدام مثال مقيا�س مقدار ال�شدة 
)Moment Magnitude Scale( للزلزل. هناك 

تاأكيد على الأفكار الأ�شا�شية المتمثلة في اأن المقيا�س 
اللوغاريتمي يغطي مدىً كبيراً من القيم واأنه غير 

خطي؛ اأي اأن زيادةً قليلةً في القيا�شات قد توؤدي اإلى 
زيادة كبيرة جداً في القيمة الفعلية للكمية المراد 

قيا�شها. 

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – القدرة على تمثيل الم�شاألة وت�شنيفها      •

بطريقة اأكثر �شمولية وترابط على ح�شب علاقتها  
بالمعلومات ال�شابقة.

	 تقدير الروابط – ا�شتخدام العلاقات من الخبرات •
ال�شابقة للبحث عن تعميمات ممكنة.

	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية والم�ضائل •
متعددة الخطوات – القدرة على تجزئة المهمة، 

واتخاذ القرار ب�شاأن اأ�شلوب الحل المنا�شب، ثم 
تنفيذ الن�شاط.

	 التعميم – القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري •
في مثال ما على مواقف اخرى م�شابهة.

	 الدقة – القدرة على العمل بفاعلية �شمن اإطار من •
القواعد المحددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن �شحب الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة. يمكن اأن يعمل الطلاب على انفراد اأو في 
مجموعات خلال هذا الن�شاط. توفر اأجهزة حوا�شيب 
�شيكون مفيداً لأن نموذج الجدول الإلكتروني يمكن 

ا�شتخدامه للقيام بالح�شابات المطلوبة في هذا 
الن�شاط.

اإجابات الأ�ضئلة

الوحدة الثالثة:الدوال والعلاقات اللوغاريتمية
الن�ضاط الرابع: المقايي�س اللوغاريتمية

 .1
M0 = μAD = 3 × 1011  × 1014 × 20 = 6 × 1026

Mw =     log10 (6 × 1026) − 10.7 = 7.152
3

36

Moment Magnitude Scale




Mo
 




µ   •
dynescm2

cm2A  •
D  •



Mw 1

A = 1014 cm2DMw 2

log10 0 − 10.7=
2
3
2

=

D




1 dynecentimetre10 7Newton millimiter

A

D = 2 cm                            
 A = 1014 cm2     

D (cm) 10 20 30 40 50

Mw  

Mo
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يبين الجدول مقدار ال�شدة مقرباً اإلى منزلتين ع�شريتين 
)انتبه اأن مقدار ال�شدة في الغالب يكون مقرباً اإلى 

منزلة ع�شرية واحدة(.
مثال: نحن ن�شتخدم 

لذلك 

لحظ اأن من اأحد خ�شائ�س المقيا�س اأن زيادة كبيرة 
في متو�شط الإزاحة ينتج عنها زيادة قليلة في مقدار 
ال�شدة. فمثلًا م�شاعفة قيمة الإزاحة من 20cm اإلى 

.0.2 40cm ينتج عنه زيادة في ال�شدة بمقدار 
a. القيم المح�شوبة مبينة في الجدول.

         مثلًا: 

لحظ في الجدول اأن زيادة في العزم الزلزالي من 

الدرجة الأولى اإلى الدرجة الثالثة ينتج عنها زيادة 
في ال�شدة بمقدار 2؛ اأي من 5.97 اإلى 7.97.

يبين التمثيل البياني زيادة حادة في قيمة العزم 
الزلزالي      عندما تزداد       . D (cm) 10 20 30 40 50

Mw 6.95 7.15 7.27 7.35 7.42

 .2

.3

M0 (1025 dyn cm) 1 5 10 50 100 500 1000

Mw 5.97 6.43 6.63 7.10 7.30 7.77 7.97
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العزم الزلزالي يُح�شب كما يلي:  .4

 .6

اأنّ                                      اأي  %100؛  العزم الزلزالي المقدر زاد بمقدار   .7
                          2.5 × 1029 dyn-cm     
a.   الن�شبة هي                                              .8

يُحتاج اإلى مثل هذا المقيا�س ل�شمان     .b     
              ا�شتخدام مقيا�س واحد فقط لقيا�س حركات 

              تتراوح بين هزات خفيفة ل تدرك اإلى زلزل    
             �شديدة.

يجب ت�شجيع الطلاب ل�شتخدام الإنترنت للبحث   .9
     عن واحد اأو اأكثر من هذه المقايي�س.

فر�س التقويم
هذا الن�شاط يمنح فر�شة للتاأكد من فهم الطلاب 

للطرق المختلفة التي ت�شتخدم فيها اللوغاريتمات في 
المواقف العملية لو�شف عمليات تحدث بمدى كبير 

من القيم.

 

Mw =    log10 M0 − 10.7 = 1.0  

 ⇒  log10   M0  =     × 11.7 = 17.55

 ⇒  M0  = 1017.55 = 3.5 × 1017  

         = (3.5 × 10-8) × 1025  )

Mw =    log10 M0 −10.7 = 9.0  

⇒  log10   M0  =    ×19.7 = 29.6

⇒  M0  = 1029.6 = 3.98 × 1029 

M0 (× 1025 dyn cm)  3.5 × 10-8  1.1 × 10-6  3.5 × 10-8 0.0011 0.035

Mw 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

M0 (× 1025 dyn cm) 1.1 35 1100 35000 1100000

Mw 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

  5 × 1029 dyn-cm اإلى
  1 : 1012

عند درا�شة التاأثير المدمر المحتمل لزلزال، فاإن 
العزم الزلزالي يعتبر موؤ�شر اأف�شل بكثير من مقدار 
ال�شدة. كما كان وا�شحاً من الجدول في ال�شوؤال 5، 
فاإن العزم الزلزالي لزلزال �شدته 8 هو في الحقيقة 

اأكبر بمليون مرة من العزم لزلزال �شدته 4.

لحظ اأن اختيار هذه الوحدة يجعل زلزال بمقدار 
للمقارنة. مقيا�س مقدار ال�شدة  6 معياراً مفيداً 

)moment-magnitude scale( مفيد على 
وجه الخ�شو�س لمقارنة الزلزل الكبيرة، ولكنه 

اأقل فائدة عندما نتعامل مع الهزات الأر�شية 
الخفيفة.

يجب ت�شجيع الطلاب لمقارنة هذا العدد مع 
النتائج في الجدول ال�شابق لكي ي�شعر الطالب 

بمدى قوة هذا الزلزال 

تبين الجداول العزم الزلزالي بم�شاعفات
 1025 dyn-cm

مثلًا:
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الوحدة الرابعة
المتطابقات والمعادلت المثلثية
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نظرة عامّة
يوجد في هذه الوحدة عدداً من الن�شطة التي ت�شمح للطلاب ا�شتك�شاف  خ�شائ�س الدوال المثلثية و علاقاتها 

ببع�شها البع�س. يوجد هناك تاكيد على الربط بين التمثيل الجبري و البياني للدوال مع تف�شيرها الهند�شي.
يمكن تو�شعة وتب�شيط التعاريف الب�شيطة للدوال المثلثية )بدللة المثلث القائم( بطرائق مختلفة. على �شبيل 

المثال:
	 يمكن ا�شتنتاج العلاقات بين الدوال من النظريات الهند�شية )مثل نظرية فيثاغور�س(.•
	 عر�س �شلوك الدوال بيانياً مما ي�شمح بالح�شول على و�شف وا�شح لطبيعة الدوال الدورية.•
	 التعبير عن الدوال با�شتعمال مت�شل�شلة ل نهائية.•

�شوف يتم التطرق لجميع هذه الطرائق في هذه الوحدة.
تتيح هذه الوحدة الفر�شة للطلاب في تطبيق معرفتهم وفهمهم لو�شف النماط الهند�شية الغنية بالبنية 

المثلثية.

الأهداف التعلمية للوحدة
	 ا�شتك�شاف المتطابقات المثلثية.•
	 تطوير فهم عميق لخ�شائ�س الدوال المثلثية.•

المعرفة ال�ضابقة
يجب اأن يكون الطلاب على دراية وثقة بالمتطابقات المثلثية ال�شا�شية وعملياتها.
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خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتّجاهات وال�ضمات

	 المجازفة ) الن�شاط الثاني(•

المهارات المتقدّمة
	 التعميم – القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري في مثال ما على مواقف اأخرى م�شابهة ) الن�شاط الثاني(•
	 الدقة – القدرة على العمل بفاعلية �شمن اإطار من القواعد المحددة ) الن�شاط الثاني(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
	 تقدير الروابط ) الن�شاط الثالث(•
	 ر في البنية الريا�شية الأ�شا�شية )الن�شاطان الثاني والثالث(• التب�شُّ

الخطّة الزمنيّة
5 �شاعات تقريباً ، وهي موزعة بين الأن�شطة بالت�شاوي.

التكنولوجيا
ل هذا البرنامج ال�شتك�شافات التي يكون  ت�شتخدم هذه الوحدة برنامج الجيوجبرا ا�شتخداما مكثفا. حيث يُ�شهِّ

من ال�شعب والم�شتحيل الح�شول عليها من خلال ا�شتخدام قلم الر�شا�س و الورقة. �شوف ي�شتفيد الطلاب ب�شكل 
كبير من الفر�س ل�شتك�شاف العلاقات الريا�شية التي تم ت�شمينها في هذه الوحدة.
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الوحدة الرابعة: المتطابقات والمعادلت المثلثية

الن�ضاط الأول: المتطابقات المثلثّيّة

حول هذا الن�ضاط
يعتمد هذا الن�شاط على تطبيق نظريّة ديمواڤر، ونظريّة 

ذات الحدّين ل�شتقاق مجموعة من المتطابقات 
المثلّثيّة.

 n لقيم cos)nθ( َو sin)nθ( ي�شتقّ الطلّاب متطابقات
ال�شحيحة الموجبة. 

خ�ضائ�س الأداء المتقدّم 
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 الطلاقة في المهارات الريا�شيّة. •
	 ر العميق للبنية الريا�شيّة الأ�شا�شيّة. • التب�شّ

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة.

اإجابات الأ�ضئلة
 sin 3θ = 3 sinθ  −  4 (sin θ(3   .b  .2

cos 4θ = 8(cosθ(4 – 8 (cosθ(2 +1  .a  .3
. sin 4θ ل، ل يوجد تعبير مكافئ للن�شبة  .b  

 n لجميع قيم cos بدللة cos nθ يمكن كتابة   .a  .4
ال�شحيحة الموجبة. 

  n لجميع قيم sin θ بدللة sin nθ يمكن كتابة   .b  
الفرديّة. 

فر�س التقويم 
يتمّ اختبار فهم الطلّاب لنظريّة ديمواڤر ا�شتنادًا اإلى 

تنفيذهم هذا الن�شاط. 
تُظهر اإجابة الطلّاب عن ال�شوؤال الرابع على نحوٍ 

، − والذي يطبّق فيه الطلّاب النظريّة ب�شورة  خا�سٍّ
فرديّة ل�شتنتاج تعميم−، مدى فهمهم للبنية 

الريا�شيّة الأ�شا�شيّة مقابل تنفيذ الخطوات المرتبطة 
معًا.
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(cosθ + isinθ)n = cosnθ + isinnθ

z = cosθ + isinθ = eiθ 
(cosθ + isinθ)n  = (eiθ)n = einθ= cos nθ + isin nθ 

 
 

     n = 2  .1
    
  cos 2θ = (cosθ)2 – (sinθ)2  ,  sin 2θ = 2 sinθ cosθ  

 
  •

  •
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حول هذا الن�ضاط
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لإ�شتك�شاف 

�شلوك الر�شوم البيانية للهيبو�شيكلويد وعلاقتها 
بالمنحنيات. يقدم كتاب الطالب التعليمات المطلوبة 
لر�شم �شكل مب�شط للهيبو�شيكلويد حيث يقوم الطلاب 

بعد ذلك بتغيير قيمة المتغيرات الم�شتخدمة في الر�شم 
لإيجاد الر�شم المطلوب ومن ثم يقومون بدرا�شة 

خ�شائ�س المنحنيات الناتجة من ذلك. ويمكن للطلبة 
التو�شع في ا�شتك�شافاتهم عند وجود المزيد من الوقت.
يجمع هذا الن�شاط العديد  من مو�شوعات الريا�شيات 

المختلفة، بما في ذلك علم المثلثات، والمعادلت 
الو�شيطية والنمذجة الريا�شية.  يتحدث علماء 

الريا�شيات في كثير من الأحيان عن اأهمية الأناقة 
)وحتى الجمال( في الريا�شيات، لذا فاإن هذا 

المو�شوع �شوف يعطي فر�شة جيدة ل�شتك�شاف هذه 
الأفكار.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 المجازفة  – المقدرة على التعرف على القوانين •

وا�شتخدامها في تكوين �شيغ جديدة ومحققة
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية والم�ضائل •

المتعددة الخطوات – تق�شيم المهمة اإلى اأجزاء 
وتحديد اأف�شل طريقة للحل ومن ثم تنفيذ الحل.

	 التعميم - القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري •
في مثالٍ ما على مواقف اأخرى م�شابهة.

	 الدقة – المقدرة على العمل بفعالية �شمن اإطار  •
من القواعد المحددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن �شحب الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة 

بحيث يعملون  فرادى اأو في مجموعات ثنائية على 
اأجهزة الحا�شب.

الوحدة الرابعة: المتطابقات والمعادلت المثلثية

)Hypocycloids( الن�ضاط الثاني: الهيبو�ضيكلويد
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 •
 y_t =(a-b)*sin(α)-b*sin((a-b)/b*α)   •

P=(x_t,y_t)  •

= ( − ) cos + cos
−

= ( − ) sin − sin
−

( )
( )


Hypocycloids

x_t = (a-b)*cos(α)+b*cos((a-b)/b*α)



55

تجدر الإ�شارة اإلى �شرورة اجراء  التعديلات المطلوبة 
على محرك النزلق. فعلى �شبيل المثال، ال�شرعة 

العالية في الر�شم �شوف توؤدي اإلى ظهور نقاط متقطعة 
عو�شاً عن منحنى اإن�شيابي.

قد ل يكون الطلاب على دراية كافية بواجهة �شطر 
الأوامر، وفي هذه الحالة  نقوم بر�شم دائرة با�شتخدام 

دالة معرفة تلقائياً في البرنامج والتي �شت�شمح لنا 
بالتحكم في  ن�شف قطرها با�شتخدام محرك النزلق. 

ويمكننا الح�شول على نتيجة م�شابهة با�شتخدام 
اأدوات الر�شم، ولكن ا�شتخدام �شطر الأوامر هو على 

الرجح اأب�شط هنا. ومن الممكن ا�شتخدام نهج مماثل 
في وقت لحق.

يتم تزويد الطلاب هنا بالمعادلت الو�شيطية المرتبطة 
بالهيبو�شكلويد. ويمكنك بالطبع اأن تطلب من الطلاب 

ا�شتقاق هذه المعادلت، اأو البحث عن ا�شتقاقها. 
ويعتمد ال�شتقاق على ما يلي:

يتم ايجاد موقع النقطة P عن طريق ايجاد مركز 
 P الدائرة الداخلية ثم يتم اإ�شافة اإزاحة لموقع

بالن�شبة لمركز الدائرة.
زاوية دوران الدائرة الداخلية هي α  وبالتالي فاإن 

اإحداثيا النقطة P هما 
x = (a − b) cos α  + x-offset
y = (a − b) sin α  + y-offset

 x-offset حيث
هو مقدار الإزاحة الأفقية، y-offset هو مقدار 

الإزاحة الراأ�شية. 
لنفتر�س اأن النقطة P تنطلق من موقع قريب جداً 

لنقطة الأ�شل عندما يكون α = 0 وتدور بزاوية 
قيا�شها β حول مركز الدائرة ال�شغيرة في حين اأن 

الدائرة ال�شغيرة تدور بزاوية قيا�شها  α حول مركز 
الدائرة الكبيرة. وبالتالي فاإن: 

x = (a − b) cos α − b cos β 
y = (a − b) sin α  + b sin            

واأخيراً فاإن كلًا من الزاويتين α و β مرتبطتان 
بالمعادلة التالية:

(a − b) α= bβ ⇒ β=                  

وهذا ناتج بالطبع من تدحرج الدائرة ال�شغيرة حول 
الدائرة الكبيرة من الداخل دون الخروج منها بجيث 

يت�شاوى طول المحيط المقطوع لكلا الدائرتين. 
وبتعوي�س قيمة β في المعادلة ال�شابقة نح�شل على 

ال�شيغة الو�شيطية الموجودة في كتاب الطالب.
لي�س من ال�شرورة ر�شم الدائرة الداخلية ولكن ر�شمها 
�شوف يجعل �شلوك البناء المطلوب اأكثر و�شوحاً. من 

الممكن اخفاء الدائرة اأو اأي عنا�شر اأخرى غير مطلوبة 
وذلك في حال اأراد الطالب اإظهار الهيبو�شكلويد فقط 

بدون وجود عنا�شر اأخرى ت�شوه ال�شورة المطلوبة.
يجب تذكير الطلاب باأهمية �شبط محرك النزلق 

الذي يمثل قيا�س الزاوية وذلك للح�شول حركات تنتج 
منحنى ان�شيابي مكتمل.

من الممكن اأن يبداأ الطلاب درا�شتهم للاأنماط الناتجة 
 b = 2  ومن ثم يتم درا�شة الحالة b=1 عندما تكون

وهكذا. �شتن�شاأ بع�س الحالت المثيرة للاهتمام ومنها 
ما يلي:

• عندما تكون الن�شبة a:b = 2:1  فاإن النقطة 	
المراد تتبعها تقع على قطر الدائرة الكبرى 

ويعرف ذلك بعائلة الطو�شي ن�شبة اإلى عالم الفلك 
نا�شر الدين الطو�شي الذي ا�شتخدمها في درا�شاته 

الفلكية في القرن الثالث ع�شر الميلادي .
• عندما يكون b = 1 و a عدد �شحيح كبير فاإن 	

اأنماط مغلقة وغير متداخلة �شوف تت�شكل .
• ب�شكل عام فاإنه اإذا كانت الن�شبة a:b يمكن 	

�شياغتها في اأب�شط �شورها فاإن اأنماطاً على �شكل 
نجوم �شتت�شكل.

قد يحتاج الطلاب اإلى ق�شاء بع�س الوقت في تجريب 
ا�شتخدام اأنماط هيبوتروكويد.

و يمكن اأن يكون ذلك مر�شياً ب�شكل خا�س، كما 
ويمكن ن�شخ المخططات الناتجة لإ�شتخدامها في 

عمل معر�س اأو فهر�س للحالت المختلفة الناتجة. 
ومن الجدير بالذكر مرة اأخرى اأنه في الحالة التي 

تكون فيها الن�شبة: a:b = 2:1 �شنح�شل على معادلة 
م�شتقيم في حالة الهيبو�شيكلويد، ولكننا �شنح�شل 

على مجموعة من القطوع الناق�شة في الحالة العامة  
للهيبوتروكويد.

 .4
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من الممكن الح�شول على الأنماط من خلال تتبع 
ثلاث نقاط مختلفة واقعة على ن�شف قطر الدائرة 

الداخلية. وب�شرف النظر عن كون ال�شكل الناتج هو 
�شكل جمالي، فاإن من الممكن قراءة ما يحدث على اأنه 

و�شف لأثر تعديل الم�شافة بين النقطة المراد تتبعها 
ومركز الدائرة الداخلية.

من الممكن ا�شتقاق المعادلت الو�شيطية للاإبي�شيكلويد 
بنف�س طريقة ا�شتقاق الهيبو�شيكلويد وهي كالتالي:

 
يمكن اأن يقوم الطلاب بعمل الإن�شاء بنف�س طريقة 

اإن�شاء الهيبو�شيكلويد مع مراعاة التغير في المعادلت 
الو�شيطية.

من الممكن كذلك �شبط الإن�شاء لر�شم كلًا من 
الإبي�شيكلويد والهيبو�شيكلويد على نف�س الدائرة 

الأ�شا�شية ، وهذا �شيعطينا نطاق اأو�شع من الت�شاميم.

فر�س التقويم
من الممكن تقديم هذا الن�شاط ب�شكل مرن تماماً مما 

�شي�شمح  بوجود مجموعة من فر�س التقييم. يمكن 
للطلاب بب�شاطة اتباع التعليمات الموجودة في كتاب 

الطالب والتحقيق في �شلوك البناء. �شوف ت�شمح هذه 
الطريقة باإلقاء ال�شوء على ال�شتراتيجية  في تفكير 
الطلاب ومقدرتهم على حل الم�شائل المختلفة. ومن 
الممكن اتباع نهج اأكثر تحد من خلال �شوؤال الطلاب 
اإثبات ال�شيغ المعطاه والمتعلقة بالهيبو�شيكلويد اأو 

ا�شتقاق ال�شيغ المتعلقة بالإبي�شيكلويد. وهذا من �شاأنه 
ت�شهيل ا�شتعرا�س مهارات الطلاب في النمذجة .

 .8

 .9
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حول هذا الن�ضاط
ي�شتك�شف هذا الن�شاط مت�شل�شلات القوى المرتبطة 

بالدوال المثلثية حيث يتم الربط مع موا�شيع متقدمة 
في الريا�شيات مثل مت�شل�شلة تايلور. فالنهج الذي 

�شيتم اإتباعه مع الطلاب هنا هو نهج كمي وغير 
ر�شمي  حيث �شيتم ا�شتخدام اأحد تقنيات التمثيل 

البياني للتحقيق في �شلوك �شل�شلة من الدوال.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 تقدير الروابط – الربط بين الخبرات الما�شية •

للبحث عن تعميمات محتملة
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية والم�ضائل •

متعددة الخطوات – تق�شيم المهمة اإلى عدة اأجزاء 
وتقرير الطريقة الملائمة لكل خطوة ومن ثم حل 

الن�شاط

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يحتاج الطلاب اإلى ا�شتخدام جهاز الحا�شب واأحد 

تقنيات التمثيل البياني مثل جيوجبرا. هذا الن�شاط 
ملائم للعمل ب�شكل ثنائي حيث ي�شترك الطلاب في 

العمل على الحا�شب.
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الوحدة الرابعة: المتطابقات والمعادلت المثلثية

الن�ضاط الثالث: مت�ضل�ضلات القوى للدوال المثلثية
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اجابات الأ�ضئلة 
1         
0         

                        وذلك لأن جميع حدود المت�شل�شلة    
          اللاحقة ت�شاوي �شفر عندما               ، ونحن 

          نعرف اأن مجموع هذه المت�شل�شلة يجب اأن 
          ي�شاوي 1.

اإلى التمثيل الكامل والمُعطى في كتاب  اأنظر   .2
     الطالب.

اإيجاد تقريب     اأن من الم�شتحيل  3. �شوف يجد الطلاب 
      اأف�شل من الطريقة المقترحة في كتاب الطالب.   

      ال�شكل التالي يبين محاولة اأخرى للحل.
      يوجد م�شكلتين وا�شحتين هنا:

      اأولً: ف�شل التقريب في المنطقة التي تكون فيها 
      قيم x قريبة من 0 مع اأنها نجحت مُ�شبقاً.

ثانياً: على الرغم من اأننا قد نجحنا في اإيجاد اأف�شل 
تطابق من اأجل قيم كبيرة للمتغير x، ويقابل ذلك 

حقيقة اأن التمثيل البياني الجديد �شيكون اأقل دقة لقيم 
�شالبة للمتغير x كما هو مو�شح.

من المهم التاأكد اأن نف�س الحجة �شوف ت�شتبعد اإدراج 
اأي قوى فردية للمتغير x في تقديراتنا التقريبية ، 

اأي تح�شن في تقريب القيم الموجبة للمتغير x �شوف 
يوؤدي اإلى تردي في تقريب القيم ال�شالبة، والعك�س 

�شحيح. ويمكن النظر اإليها من ناحية اأخرى وهي اأن 
الدالة                 زوجية واأن جميع حدود مت�شل�شلة 
القوى هي دوال زوجية اأي�شاً. يثير ال�شوؤال 4 هذه 

الم�شاألة، ومن ال�شروري جداً التاأكد من فهمهم لها قبل 
موا�شلة الحل.

.a.1
.b
.c
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 كل ما هو مطلوب هنا هو تقدير غير ر�شمي لحقيقة 
اأن اإ�شافة دوال ذات قوى فردية للمتغير x  لن يعطي 

 x اأي اإ�شهام مفيد. �شيتم اإلغاء اأي تقدير مقارب لقيم
الموجبة من خلال اأ�شواأ تقدير لقيم x ال�شالبة، والعك�س 

�شحيح.

بعد اإثبات اأننا نقوم بح�شاب تقريبي لمعاملات القوى 
الزوجية فقط للمتغير x في مت�شل�شلة القوى، فيجب 

على الطلاب الم�شي قدماً في تقدير معامل       .
يجب على الطلاب اإيجاد اأف�شل قيمة لـِ  a2  وهي  

0.5− . ال�شكل المو�شح اأدناه يبين ذلك.

�شوف ن�شتخدم الرمز          للدللة على التقريب الأول 
و            للدللة على التقريب الثاني وهكذا. لقد قمنا 

برف�س المحاولة ال�شابقة )خطية( في محاولتنا 
لإيجاد           ولذلك ن�شتخدم          للتقريب با�شتخدام 

معادلة تربيعية

 x شوف يحاول الطلبة الآن اإيجاد المعاملات لقوى�
الزوجية العليا. من الملاحظ اأن قيم هذه المعاملات 
�شوف ت�شغر ب�شرعة كبيرة وذلك لأن المعاملات هي 
مقلوب الم�شروب،  ولذا فنحن بحاجة اإلى ا�شتخدام 

محرك النزلق بعناية في البرنامج.
يجب اأن يح�شل الطلاب على تقدير مقارب للقيمة 24. 
كما يجب اأن يلاحظ الطلاب اأن اإ�شافة الحد x4  �شوف 
يعني اإ�شافة نقطة التفاف للاأعلى في التمثيل البياني 

للدالة و�شوف يكون مقارباً اأكثر ل�شكل منحنى دالة 
الجيب تمام.

a. هذا يمثل تقريب جيد حول القيمة            .
x-6  هو          . يحتاج الطلاب اإلى   b. معامل الحد 

     التجربة مع �شبط محرك النزلق للتاأكد من    
     الو�شول اإلى هذه القيمة.

.4  .6

 .7

 .5
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 8. يحتاج الطلبة اإلى معرفة اأن الدالة             هي 
دالة فردية واأن جميع القوى للمتغير x في المت�شل�شلة 

المطلوبة يجب اأن تكون اأعداد فردية فقط.
المت�شل�شلة المطلوبة هي:

 

واأخيراً قد ترغب ومن خلال اإيجاد م�شتقة كل حد من 
حدود المت�شل�شلة في اإثبات العلاقات التالية:

 

فر�س التقويم
ي�شتمل هذا الن�شاط على فر�س جيدة  للبحث في فهم 

الطلاب لكل من:
�شلوك الدوال الزوجية والفردية 	•

اإيجاد تقريب متتابع ومتقارب. عملية  	•
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الوحدة الخام�ضة
والمعادلت  المخروطية  القطوع 

الو�شيطية   
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نظرة عامّة

تهدف هذه وحدة اإلى ت�شجيع الطلاب على ا�شتك�شاف القطوع المخروطية والدائرة.
�شوف يقوم الطلاب بتقدير الم�شاحة المح�شورة تحت منحنى معين با�شتخدام طرق مختلفة ومقارنة مدى دقة 

التقديرات التي تم الح�شول عليها. بالرغم من اأن كل ن�شاط من اأن�شطة هذه الوحدة ي�شتمل ب�شكل م�شتقل على 
اأهداف تعليمية خا�شة به، اإل اأنّ العديد من هذه الأن�شطة تطور فكرة تقدير م�شاحات مناطق حدودها دوال غير 

خطية وذلك عن طريق مجموع م�شاحات اأ�شكال معينة تمثل هذه المنطقة مثل الم�شتطيلات والمثلثات. 
يجب اأن يدرك الطلاب اأهمية تق�شيم المنطقة اإلى اأكبر عدد ممكن من الأجزاء ال�شغيرة من اأجل الح�شول على تقدير 

اأدق للم�شاحة، وهذا هو المبداأ الذي يقوم عليه التكامل.
يحتاج الطلاب في هذه الوحدة اإلى ا�شتخدام برمجية الجداول الإلكترونية وتقنية تمثيل بياني منا�شبة مثل 

برنامج جيوجبرا وكذلك الجداول الإلكترونية. يجب على الطلاب مراعاة الدقة في ح�شاباتهم ومقارنة ذلك بطرق 
مختلفة.

الأهداف التعلميّة للوحدة
اأو�شع لخ�شائ�س القطوع المخروطية. تطوير فهم  	•

فهم كيفية تقدير م�شاحة منطقة مح�شورة بمنحنى عن طريق عدد محدود من العمليات. 	•
فهم كيفية كتابة معادلت الدوال با�شتخدام معادلت و�شيطية. 	•

المعرفة ال�ضابقة
يجب اأن يكون لدى الطلاب المقدرة على الفهم  والخبرة في التعامل مع التمثيلات البيانية لكل من الدوائر 

والمعادلت التربيعية والقطوع المخروطية.
كما ينبغي اأن يكونوا على دراية با�شتخدام الجداول الإلكترونية وعمل التمثيلات البيانية ب�شكل يدوي وبا�شتخدام 

بع�س تقنيات التمثيل البياني مثل جيوجبرا.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتجاهات وال�ضمات

	 الإبداع )الأن�شطة الأول والثاني والثالث(•
	 المجازفة  )الن�شاط الثالث(•
	 المثابرة – المقدرة على ال�شتمرارية في الحل حتى انتهاء المهمة)الن�شاطان الثالث والرابع(•

المهارات المتقدّمة
	 ال�صتق�صاء - المقدرة على اتباع خبرات جديدة في التعلّم عن طريق المحاولة ب�شكل ن�شط لربطها مع المعرفة •

القائمة و تحديد و�شيلة منا�شبة للتفكير في العمل )الن�شاط الثاني(
	 التخيل والقدرات فوق المعرفية - المقدرة على عمل الفترا�شات وبيان الأ�شباب و البحث عن اأدلة موؤيدة •

للفر�شيات )الن�شاط الأول(
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	 الطلاقة)الن�شاطان الأول و الثاني(•
	 الدقة في الح�صاب – المقدرة على العمل بفعالية من خلال قواعد محددة)الن�شاط الرابع(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
	 تقدير الروابط )الن�شاط الرابع(•
	 فهم  "الأفكار الكبيرة" وو�شوح المفاهيم )الن�شاط الثالث(•

الخطّة الزمنيّة
�شتّ �شاعات تقريبًا

الم�ضادر
	 اأدوات ملائمة للر�شم وورق ر�شم •
	 برمجية الجداول الإلكترونية•
	 تقنية تمثيل بياني.•

التكنولوجيا
لقد تم ا�شتخدام برنامج جيوجبرا لحل معظم الأمثلة التي تتطلب تقنيات تمثيل بياني وعلى الرغم من ذلك فهناك 

العديد من البرامج التي يمكن ا�شتخدامها لحل هذه الأمثلة.
يعتبر برنامج جيوجبرا من البرامج المجانية التي يمكن للطالب تحميلها على جهازه ب�شهولة. حيث �شي�شاعد هذا 

البرنامج الطلبة على ا�شتك�شاف العديد من الأفكار الموجودة في هذه الوحدة. ويمكن تحميل البرنامج والمواد 
.www.geogebra.com الأخرى الداعمة لهذا البرنامج من خلال الموقع الإلكتروني
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حول هذا الن�ضاط
• فهم اأنه يمكن تقدير م�شاحة اأي منطقة مح�شوره 	

بمنحنى عن طريق ايجاد مجموع م�شاحة 
م�شتطيلات  داخل المنطقة ومن الممكن تح�شين 

هذا التقدير من خلال زيادة عدد الم�شتطيلات 
داخل المنطقة.

• ت�شميم نموذج لطريقة ع�شوائية با�شتخدام 	
جداول اإلكترونية وبالتالي ح�شاب الم�شاحة تحت 
منحنى. يطرح هذا الن�شاط ال�شوؤال التالي – كيف 
يمكن اإيجاد م�شاحة منطقة واقعة تحت منحنى؟ 

يطور هذا الن�شاط طريقتين مختلفتين لح�شاب 
هذه الم�شاحة وهما: مجموع ريمان و الطريقة 

الع�شوائية والمعتمدة على قيم ع�شوائية.

• تعتمد طريقة ريمان على تق�شيم المنطقة اإلى 	
م�شتطيلات ومن ثم يتم ايجاد مجموع م�شاحات 

هذه الم�شتطيلات. وكلما زاد عدد الم�شتطيلات 
داخل المنطقة كلما ح�شلنا عل تقدير اأدق لهذه 

الم�شاحة.
• ت�شتند طريقة الأعداد الع�شوائية على الربط  بين 	

كل من الحتمالت و ح�شاب الن�شبة،  ويكون ذلك 
من  خلال محاكاة تجربة رمي �شهام باتجاه 

هدف معين بحيث يكون لكل �شهم نف�س اإحتمال 
ا�شابة  اأي مكان، حيث �شتعطي ن�شبة ا�شابته 

لمنطقة معينة تقدير لن�شبة  ا�شابة الهدف  
الموجود داخل هذه المنطقة. �شوف ن�شتخدم 

هذه الطريقة في هذا الن�شاط لتقدير الم�شاحة 
المح�شورة بمنحنى كما �شن�شتخدمها مرة اأخرى 

لتقدير م�شاحة دائرة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع –  من خلال ت�شور تق�شيم المنطقة الواقعة •  

تحت منحنى اإلى م�شتطيلات اأ�شغر ب�شكل متزايد، 
لذا يجب على الطلاب البدء في بناء مفاهيم 

جديدة �شيكونون بحاجة لها في وقت لحق من 
اأجل درا�شة ح�شاب التكامل

	 التخيل والقدرات فوق المعرفية -  اإن اجراء •
المقارنة بين الطريقتين الم�شتخدمتين تتطلب 

من الطلاب اأن يفكرون ب�شكل انتقادي حول نقاط 
القوة وال�شعف لكل طريقة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
ينبغي اأن يعمل الطلاب في مجموعات �شغيرة، كما 
ينبغي عليهم مناق�شة النتائج التي تو�شلوا اإليها مع 
بع�شهم البع�س كلما تقدموا في الحل. يحتاج الطلبة 

اإلى ا�شتخدام اأجهزة الحا�شب لحل ال�شوؤال 2.
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.b a. و 

55  > <  الم�شاحة    30      
      اأنظر التمثيلات البيانية للطلاب

48.125  > <  الم�شاحة    35.625      
44.84  > <  الم�شاحة    38.59      

الإجابة الدقيقة هي           . يمكن حث الطلاب على 
ا�شتخدام النقطة الواقعة في منت�شف الفترة. وفي هذه 

الحالة �شتكون تقديرات الم�شاحة هي:

يمكن العمل على هذا ال�شوؤال من خلال ا�شتخدام 
الأعداد الع�شوائية والموجودة في اأي اآلة حا�شبة 

علمية. ولكن نظراً للحاجة اإلى توليد كمية كبيرة من 
الأعداد فاإن ا�شتخدام الجداول الإلكترونية �شيكون اأكثر 

فعالية.
اإن �شورة الجدول اللكتروني الموجودة في كتاب 
الطالب �شوف ت�شاعد الطلاب على ا�شتعمال ال�شيغ 

ال�شحيحة  في الجدول الإلكتروني. يجب ملاحظة اأن 
الجدول الإلكتروني لن يظهر ال�شيغ ، فكل ما �شيراه 

الطالب هو المخرجات. لذا فاإننا نو�شي اأن يقوم 
المعلم بمحاولة التدرب على ان�شاء الجدول بنف�شه لكي 

يكون لديه الثقة في ا�شتخدامه.

لحظ ان الدالة                      �شوف تولد اأعداد 
ع�شوائية ما بين 0 و 1، وبالتالي لكي يتم توليد عدد 

ع�شوائي يمثل الإحداثي x  ما بين 0 و 5 ن�شتخدم                    
ال�شيغة                              وبنف�س الطريقة يمكن 

توليد عدد ع�شوائي يمثل الإحداثي y ما بين 0 و 25 
با�شتخدام ال�شيغة     .

ولكي يتم اختبار ما اذا كان الإحداثي y اأقل من 
المقدار        ، نقوم بح�شاب المقدار          في الخلية 

 D2 C2. وبالتالي يتم ان�شاء الإختبار في الخلية 
با�شتخدام الأمر                                     وهذا يعني اأنه 
اإذا كان                    فاإن النتيجة تكون هي 1 عدا ذلك 
تكون النتيجة 0. وبالتالي �شتح�شل على القيمة 1 اإذا 
كانت اأقل من 0 و�شتح�شل على 0 عدا ذلك في الخلية 

.D2
ن�شتطيع و�شع الح�شابات الثلاث في اأي مكان في 

الجدول الإلكتروني. ونن�شح مرة اأخرى المعلم باتباع 
التعليمات الموجودة في كتاب الطالب لكي تكون لديه 

ثقة اأكبر في ا�شتخدام الجداول الإلكترونية.
تعتمد التقديرات على الأعداد الع�شوائية التي يتم 

توليدها، وعلى عدد مرات محاكاة التجارب. الإجابة 
الدقيقة لهذا ال�شوؤال هي          . �شيكون هناك فر�شة 

اأخرى ل�شتعمال هذه الطريقة في الن�شاط الثاني.

فر�س التقويم
ينبغي اأن يكون الجزء المتعلق بالريا�شيات في هذا 

الن�شاط في متناول جميع الطلاب. يمكن اختبار مدى 
فهم الطلبة للاأ�شا�شيات  عن طريق طرح اأ�شئلة حول 

كيفية تح�شين التقديرات ب�شكل اأدق، ومن الممكن 
مناق�شة ا�شتخدام �شبة المنحرف في ال�شوؤال الأول.

 .c

 .c

 .d
 .e

 .e

 .f

 .f
 .2

 .1
اإجابات الأ�ضئلة

كلما كان التمثيل البياني وا�شحاً ومعقولً فهو 
بالتاأكيد �شيكون مفيداً، فالمهمة ل تتطلب اأخذ 

القيا�شات من التمثيل البياني، وبالتالي فاإن دقة 
الر�شم البياني لي�شت �شرورية.
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حول هذا الن�ضاط
• فهم اأن من الممكن تقدير م�شاحة الدائرة كمجموع 	

م�شاحات م�شلعات ويمكن تح�شين هذا التقدير 
عن طريق زيادة عدد الم�شلعات.

• عمل نموذج ع�شوائي با�شتخدام الجداول 	
الإلكترونية لتقدير م�شاحة الدائرة وبالتالي ايجاد 

.π قيمة تقريبية للمقدار
في ال�شوؤال الأول من هذا الن�شاط �شوف يحاول الطلاب 
ايجاد حد اأعلى واأ�شفل لم�شاحة دائرة عن طريق ايجاد 

م�شاحة م�شلع داخلي واآخر خارجي للدائرة. وعند 
زيادة عدد اأ�شلاع الم�شلعين فاإن قيمتي الم�شاحتين 
�شتكونان متقاربتان مما �شيعطينا قيمة تقريبية اأدق 

لم�شاحة الدائرة.

اإن تقديم بع�س الإر�شادات حول كيفية ح�شاب م�شاحة 
المثلثات التي ت�شكل الم�شلعين �شتعطي الطلاب 

الفر�شة ل�شتك�شاف طرق مختلفة باأنف�شهم. يمكن 
التو�شع في هذا ال�شوؤال من خلال الطلب  منهم ان 

يقوموا بتكرار الفقرة          با�شتخدام م�شلعات ذات 
عدد مختلف من الأ�شلاع مثل 18 �شلع  و22 �شلع 

و24 �شلع. �شيكون ذلك ملائماً جداً في حال عمل 
الطلبة في مجموعات ويمكنهم م�شاركة ما تو�شلوا 

اإليه فيما بينهم. كما يمكن للمعلم تعريف الطلاب ما 
يعنيه م�شطلح م�شلع خارجي وداخلي.

يعطي ال�شوؤال الثاني الفر�شة للطلبة لتطبيق طريقة 
الأعداد الع�شوائية والتي تم تقديمها في الن�شاط الأول. 

يحتاج الطلاب اإلى ا�شتخدام قانون م�شاحة الدائرة 
لإيجاد ال�شيغة المنا�شبة. �شي�شتفيد الطلاب الذين 

لديهم معرفة م�شبقة بالجداول الإلكترونية في ت�شميم 
الجدول الإلكتروني الخا�س بهم.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – يقوم الطلاب بت�شميم الجدول •

الإلكتروني في ال�شوؤال الثاني وا�شتخدامه لتقدير 
π  قيمة

	 الإ�ضتق�ضاء - يطلب من الطلاب ابتكار طريقة •
خا�شة بهم من اأجل اإيجاد م�شاحة الم�شلعات 

الموجودة في ال�شوؤال الأول، وذلك با�شتخدام 
معرفتهم الم�شبقة في علم المثلثات.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يجب على الطلاب العمل على هذا الن�شاط في 

مجموعات ثنائية اأو في مجموعات �شغيرة والتعاون 
فيما بينهم، كما يجب عليهم م�شاركة اأفكارهم والطرق 

التي �شي�شتخدموها لهذا الن�شاط. الو�شول اإلى اأجهزة 
الحا�شب مرغوب فيه للغاية للعمل على حل ال�شوؤال 2.
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اإجابات الأ�ضئلة
يجب ت�شجيع الطلاب على تطوير الطرق الخا�شة بهم 

في عمل تمثيلات بيانية دقيقة، وبالتالي لن يتم 
تقديم اأي تعليمات. �شيتم اعطاء النتائج الدقيقة من 

اأجل التاأكد من الحلول.

الجدول الإلكتروني الخا�س بهذا ال�شوؤال معطى في 
ال�شكل اأدناه. تمثل الخلية  F5 عدد مرات اإ�شابة 

الهدف داخل الدائرة فيما تمثل الخلية F6 عدد 
المحاولت. تعطي الخلية F8 قيمة تقريبية لم�شاحة 
 .π قيمة تقريبية للعدد F10 الدائرة  وتعطي الخلية

القيمة التقريبية في هذا المثال هي 3.11 )مقربة اإلى 
منزلتين ع�شريتين(. �شتتغير هذه القيمة عند اإعادة 
الح�شابات في الجدول الإلكتروني وذلك لإعتماده 

على الأعداد الع�شوائية التي يتم توليدها. )ويتم 
                                 Ctrl + Alt + F9  ذلك عند ال�شغط على كل من

في برنامج اإك�شل(

ينبغي ت�شجيع الطلاب على درا�شة كيفية تح�شين 
تقديراتهم وذلك من خلال اجراء المزيد من التجارب  

والمحاكاة عن طريق زيادة عدد ال�شفوف في الجدول 
الإلكتروني. كما يمكنهم اأي�شا تح�شين الثقة في 

تقديراتهم عن طريق ح�شاب متو�شط  عدة تقديرات.

فر�س التقويم
يتطلب هذا الن�شاط المعرفة الم�شبقة بح�شاب المثلثات 
بحيت اأن باإمكانهم العمل ب�شكل م�شتقل وهذا �شيكون 

موؤ�شراً على تخ�ش�شهم في هذا المجال من علم 
الريا�شيات.  يختبر ال�شوؤال الثاني مدى قدرة الطلاب 

على ا�شتخدام الجداول الإلكترونية.

.a .1

 .2

.b

.c
.d

.e

.f

الم�شاحة

الم�شاحة

الم�شاحة
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حول هذا الن�ضاط
يقوم الطلاب في هذا الن�شاط با�شتخدام بيانات فلكية 

حديثة لدرا�شة قانون كبلر الثاني والذي ين�س على 
اأن الخط الوهمي الوا�شل بين كوكب ما وال�شم�س 
يح�شر م�شاحات مت�شاوية خلال اأزمنة مت�شاوية. 

يقوم الطلاب في هذا الن�شاط باإيجاد معادلة المدار 
لهذا الكوكب والذي يتخذ �شكل قطع ناق�س )اإهليجي( 

وذلك من خلال البيانات المعطاه ومن ثم يقومون 
بتقدير الزمن اللازم للكوكب لإكمال دورة كاملة حول 

ال�شم�س.
تطبيق المعرفة الم�شبقة حول القطع الناق�س  	•

         في ا�شتك�شاف مدارات الكواكب.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – هل ي�شتطيع الطلاب ت�شور حركة •

الكواكب ومناق�شة اأثر معامل التباعد المركزي 
على مدار الكواكب؟

	 المجازفة –  تعريف الطلاب في هذه المهمة •
على الأفكار التي �شوف تكون مثيرة للاهتمام 

والمتعلقة بالكون وعلم الفلك
	 المثابرة – عمل التمثيلات البيانية التي تو�شح •

م�شار الكواكب
	 فهم "الأفكار الكبيرة" وو�ضوح المفاهيم – يجب •

على الطلبة التفكير في قوة الريا�شيات كاأداة 
لفهم الكون.

اإجابات الأ�ضئلة 

55
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الوحدة الخام�شة: القطوع المخروطية و المعادلت الو�شيطية              
الن�ضاط الثالث: قوانين كبلر والمدارات الإهليجية

.a.1
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b. يجب على الطلاب العمل على ورقة ر�شم بياني   
     كبيرة ما اأمكنهم ذلك.

     �شوف نجد اأن                     و                                                        
     وبالتالي فاإن معادلة القطع الناق�س المطلوبة هي 

:

بتعوي�س القيمة             في المعادلة ال�شابقة 
نح�شل على القيمة                       )مقرباً اإلىمنزلتين 

ع�شريتين(
اإن ا�شتخدام الجداول الإلكترونية اأو الآلة الحا�شبة 

البيانية �شي�شاعد كثيراً في تخفيف العبء الكبير 
الناتج من العمليات الح�شابية المتكررة.
يو�شح الجدول التالي قيم y  بحيث اأن 

تقع البوؤرة على م�شافة  
                                                                               
وحدة فلكية من المركز ومن ثم ن�شع علامة تمثل 

ال�شم�س عند هذه الم�شافة. نقوم بعد ذلك بو�شع علامة 
تمثل كوكب بلوتو وتكون هذه العلامة واقعة في نقطة 

الح�شي�س ال�شم�شي وهي النقطة الواقعة على المحور 
الأكبر وتكون اأقرب م�شافة بين الكوكب وال�شم�س.

يجب على الطلاب العمل على هذه المهمة بم�شتوى 
عال من الدقة لكي يتم الح�شول على ر�شم م�شابه 

لل�شكل في اأعلى ال�شفحةالتالية:

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y 38.24 38.23 38.19 38.13 38.04 37.93 37.80 37.63 37.45 37.23

x 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

y 36.99 36.73 36.43 36.11 35.75 35.37 34.96 34.51 34.03 33.52

x 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

y 32.97 32.38 31.75 31.08 30.36 29.60 28.78 27.90 26.96 25.95

x 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

y 24.86 23.68 22.40 20.99 19.44 17.69 15.70 13.34 10.37 5.94

a = 39.48

y = ± 38.23
x = 1

b = 38.24
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عند العمل بم�شتوى عال من الدقة فاإن من المحتمل اأن 
نكون قادرين على الح�شول على تمثيل لمنطقة على 

�شكل مثلث. كما يمكننا اإيجاد تقريب اأكثر دقة عن 
طريق ح�شاب م�شاحة قطاع دائري من دائرة متو�شط 
ن�شف قطرها يكون واقعاً بين كل من بلوتو وال�شم�س 

في بداية ونهاية الفترة، ولكن اأي فروقات �شتكون 
طفيفة ن�شبياً.

فعلى �شبيل المثال ، اإذا  تم تقريب الم�شاحة كقطاع 
من دائرة طول ن�شف قطرها R هو متو�شط الم�شافتين 

فاإن الح�شابات �شتكون كالتالي:

               R             
م�شاحة القطاع الدائري هي

من المعروف ومن خلال قانون كبلر اأن الم�شاحة التي 
يح�شرها الخط الوهمي �شوف تكون م�شاوية للم�شاحة 
التي تم ح�شابها في الفقرة c. يمكن تقدير موقع بلوتو 
في نهاية فترة الخم�س �شنوات عن طريق تحريك نقطة 
تمثل بلوتو حول القطع الناق�س م�شافة �شغيرة، ومن 
وبتكرار  ح�شرها.  تم  التي  الم�شاحة  تقدير  يتم   ثم 
م�شاوياً  الم�شاحات  مجموع  يكون  حتى  العملية  هذه 
يمكننا  فاإنه   ،c الفقرة  ايجادها في  تم  التي  للم�شاحة 

تقدير موقع بلوتو في نهاية الخم�س �شنوات.
اأعلاه  الوارد  النحو  على  ح�شاباتنا  ا�شتخدام  يمكننا 
وكبير   قطر جديد  ولن�شف  للزاوية  قيا�شات  با�شتخدام 

وذلك للتاأكد الح�شول على نف�س الم�شاحة.
م�شاحة القطاع الدائري هي

 

ن�شتمر با�شتخدام التجريب والتطوير حتى يتم الح�شول 
على النقطة المطلوبة.

.f اإلى
في  الأعلى،  في  كما  ي�شتمروا،  اأن  الطلاب  على  يجب 
الم�شاحة  لإيجاد  المختلفة  ح�شابتهم  طرق  ا�شتخدام 
اأ�شا�شي   وب�شكل  نرتكز  اأن  يجب  بتطويرها.  قاموا  التي 
من  فقط  اثنين  على  الح�شابية  عملياتنا  �شل�شلة  في 
اأن  لنا  ينبغي  ل  لذا  بلوتو،  موقع  حول  الملاحظات 
نتوقع  الح�شول على دقة كبيرة في الح�شاب. ولمزيد 

من المعلومات، فاإن الطول الفعلي لمدار كوكب بلوتو 
هو حوالي 248 �شنة، ومن المثير للاهتمام اأن نلاحظ 
اأن الكوكب لم يكمل اإلى الآن ن�شف المدار منذ اكت�شافه. 
اإن ح�شول الطلاب على اأعداد مقاربة للاأعداد المعطاه 
هو  هنا  المهم  الجزء  الجيد.  اأدائهم  على  دليلًا  �شيكون 
الريا�شية  الفكرة   تمثل  الح�شابية  العمليات  دقة  اأن 
الكامنة  خلف تحليل العمليات عند تق�شيمها اإلى �شل�شلة 
الناتجة عن مثل هذا  العملية  اإن الخبرة  من الخطوات. 
النوع من الأن�شطة �شت�شكل اإعداداً ريا�شياً جيداً للعديد 

من الأفكار المتعلقة بح�شاب التفا�شل والتكامل.
	

الشمس بلوتو

	 	

 بلوتوالشمس
		

 .c

 .d

 .e

الزاوية
2

2

360
)ن�شف القطر الكبير + 360)

            × π ×                                   = 107.9
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ر�شم  ورقة  المذنب على  مدار  ر�شم  اإلى  الطلاب  يحتاج 
بياني كبيرة بحيث يتم تحديد جميع تفا�شيل القيا�شات 

المطلوبة لم�شار المذنب.
لإيجاد معادلة القطع الناق�س، نحتاج اأولً اإلى ح�شاب 

 .b ن�شف طول المحور الأ�شغر

وبالتالي فاإن قيمة b هي 4.54 وحدة فلكية.
مقدار بعد البوؤرة عن المركز هو

 
 

اأن   09.02.87 الموقع  في  نجد  المو�شح  ال�شكل  من 
فلكية. يجب على  13.5 وحدة  التقريبية هي  الم�شافة 

الطلاب اخذ القيا�شات من الر�شم الخا�س بهم.

يجب على الطلاب اتباع الخطوات المو�شحة في المثال 
ال�شابق. حيث يمكنهم ا�شتخدام نف�س الطرق الم�شتخدمة 
ايجاد  محاولة  اأو  الم�شاحة  لح�شاب  الأول  الجزء  في 
اإلى  اإن تقريب القطع الناق�س  طريقة جديدة للمقارنة. 
دائرة �شوف يعطينا نتائج اأقل دقة مع هذا القطع نظراً 

لكبر معامل التباعد المركزي.
لمزيد من المعلومات، فاإن مذنب هالي هو حالياً  اأبعد 
عام  الأوج  نقطة  اإلى  ي�شل  و�شوف  نبتون،  مدار  من 

2061 م. 2024 م ولنقطة الح�شي�س المقابلة عام 
تقدير  يجعل  للمدار  المركزي  التباعد  معامل  كبر  اإن 
الم�شاحات اأكثر تحدياً في هذا المثال، ونتوقع اأن يبدع 
الأرقام  من  قريبة  نتائجهم  كانت  حال  في  الطلاب 

الفعلية.
فر�س التقويم

ال�شيغ  مع  التعامل  على  الطلاب  قدرة  تقييم  يمكن 
المختلفة وعمل تمثيلات بيانية دقيقة في هذا الن�شاط. 

		

	

المذنب 
ال�شم�س 

 .2

 .b

 .a
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     x = 2a p
y = a p2

حول هذا الن�ضاط
ي�شتخدم الطلبة في هذا الن�شاط برنامج جيوجبرا 

ل�شتك�شاف التمثيلات البيانية للمعادلت الو�شيطية 
لكل من القطع المكافئ والناق�س والزائد. حيث يتبع 

الطلاب تعليمات معينة تتعلق بر�شم قطع مكافئ 
با�شتخدام المعادلت الو�شيطية. وبعد ذلك يقوم 

الطلاب وب�شكل م�شتقل بتمثيل عائلات من القطع 
الناق�س والزائد بيانياً. يتم ا�شتخدام البرنامج لدرا�شة 
اأثر تغيير المتغير الو�شيط على التمثيل البياني وكذلك 

مقارنة التمثيلات الو�شيطية وغير الو�شيطية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – المقدرة على تمثيل الم�شاألة وت�شنيفها •

ب�شكل اأعمق وربطها بمعرفة الطالب الم�شبقة.
	 المجازفة – المقدرة على تحديد القوانين •

وا�شتخدامها في ايجاد �شيغ جديدة و�شحيحة.
	 تقدير الروابط – ربط الخبرات التعليمية الم�شبقة •

لإيجاد تعميمات محتملة
	 الدقة –  المقدرة على العمل بفعالية �شمن اإطار  •

من القواعد المحددة.
تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س

يحتاج الطلاب اإلى العمل ب�شكل فردي اأو في 
مجموعات ثنائيةعلى اأجهزة الحا�شب. 

اإجابات الأ�ضئلة 
.g اإلى   .a  .1

اإعادة ترتيب المعادلت على النحو التالي: h. يمكن 
 

تمثيل المعادلة          بيانياً �شوف يكمل ال�شكل 
الموجود في كتاب الطالب.

الوحدة الخام�شة: القطوع المخروطية و المعادلت الو�شيطية              
الن�ضاط الرابع: المعادلت الو�ضيطية للقطوع المخروطية

)i(
)ii(

)ii(

 يجب اأن تكون متابعة التعليمات لهذا ال�شوؤال �شهلة 
ومعقولة نوعاً ما ، و�شوف توؤدي اإلى تحديد م�شار 

النقاط المو�شحة في ال�شكل الموجود في كتاب 
الطالب )ولكن لي�س القطع المكافئ نف�شه، والذي 

�شيتم ا�شتخلا�شه في الخطوة التالية(. النقاط 
الرئي�شة في هذا البناء هي اإظهار الآثار                             

للنقطة P )انقر بالزر الأيمن على النقطة واختر 
اإظهار الآثار                       من القائمة التي تظهر(، 

وتفعيل خا�شية الر�شوم المتحركة لمحرك النزلق 
p )انقر بالزر اليمن على محرك النزلق p واختار 
الر�صوم المتحركة )animation(  من القائمة التي 

تظهر(، 
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:.b a. و   .2
يو�شح ال�شكل التالي التمثيل البياني للمعادلت 

الو�شيطية والمعطاه في كتاب الطالب.

اإعادة ترتيب المعادلت على  من الممكن   .c
      النحو التالي:

بتعوي�س المعادلة          في المعادلة       نح�شل على 
المعادلة التالية:

تمثل المعادلة          ال�شيغة القيا�شية لمعادلة القطع 
الناق�س الذي مركزه نقطة الأ�شل. اإن تمثيل هذه 

المعادلة بيانياً �شوف يُكمل ال�شكل المطلوب لمعادلة 
القطع الناق�س والنقاط التي تم ر�شمها م�شبقاً.

(i(

(i(

(ii(

(ii(

(iii(

(iii(
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a. يمكن اتباع نف�س تعليمات تمثيل المعادلت 

الو�شيطية للقطع المكافيء في ال�شوؤال 1 
مع مراعاة اختلاف المعادلت الو�شيطية

يبين ال�شكل التالي موقع النقطة       بحيث 

 .b

 (           ) 
2

− (           )
 2

 = 1    

 .3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

− ℎ −

يمثل ال�شكل قطع زائد اأفقي.
يتحكم الثابتان h و k بموقع مركز القطع اأفقياً وراأ�شياً. 

يتحكم الثابتان a و b بمقدار تمدد التمثيل البياني 
باتجاه المحور x و y على الترتيب.

نعيد ترتيب المعادلت الو�شيطية با�شتخدام المتطابقة                                                                       
tan2 θ + 1 = sec2 θ

لنح�شل على المعادلة التالية:
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 .a  .4

a و  b  لهما نف�س التاأثير كما في   b. الثابتان 
     ال�شوؤال 3.

c. يمكننا اعادة ترتيب المعادلت الو�شيطية على   
     النحو التالي:

 
     وبتعوي�س المعادلتين        و         في المتطابقة

cosh2 θ − sinh2 θ =1      
     نح�شل على المعادلة 

 

تمثل المعادلة          ال�شورة القيا�شية لمعادلة القطع 
الزائد الأفقي والذي مركزه نقطة الأ�شل. وبما اأن        

المقدار                              لجميع قيم المتغير      ، فاإن 
ال�شيغة الو�شيطية �شتعطينا فقط الجزء الأيمن من 

القطع الزائد.

فر�س التقويم
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لمراجعة فهمهم 

للقطوع المخروطية. وب�شرف النظر عن كون هذا 
الن�شاط ب�شري ، فاإن الن�شخ المتحركة من التمثيلات 

البيانية للمعادلت الو�شيطية توفر تقويماً فورياً 
لمهارات الطلاب الجبرية في التعامل مع المعادلت 

المت�شمنة.

(i(

(i(

(ii(

(ii(

(iii(

(iii(

يمكن اتباع نف�س تعليمات تمثيل المعادلت 
الو�شيطية للقطع المكافيء في ال�شوؤال 1 مع مراعاة 

اختلاف المعادلت  الو�شيطية.
يبين ال�شكل التالي موقع النقطة P عندما تكون         

. μ = -0.9  ، a = b = 1
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الوحدة ال�ضاد�ضة

المتّجهات
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نظرة عامّة

تو�شّع هذه الوحدة مو�شوع المتّجهات وتعزّزه، وتعمّق فهم الطلّاب للبنيةَ الريا�شيّة الأ�شا�شيّة المرتبطة 
بالمتّجهات. ويعتمد جزء كبير من هذه الوحدة على ال�شتق�شاء، حيث يطلب اإلى الطلاب اأن ي�شتق�شوا باأنف�شهم 

كيف يمكن تطبيق المتّجهات في بع�س المواقف.

الهدف التعليميّ للوحدة
تطوير فهم اأف�شل للمتّجهات وتطبيقاتها.

المعرفة ال�ضابقة
يتعيّن على الطلّاب اأن تكون لديهم معرفة اأ�شا�شيّة بالعمليات الح�شابيّة على المتّجهات، ومتّجهات الوحدة

)i، j، k(، وال�شرب الداخلي، وال�شرب التّجاهي للمتّجهات، وطول القو�س، وخطوط الطول ودوائر العر�س. كما 
يتطلّب اأن تكون لديهم معرفة بقوانين الحتمالت الأ�شا�شيّة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 ال�شتق�شاء )الن�شاط الرابع(•
	 الت�شارك )الن�شاطان الأول و الرابع(•

الأداءات المتقدّمة
	 التخيل )الأن�شطة الأول و الثالث و الرابع(•
	 ربط الريا�شيّات بالواقع )الن�شاط الأول(•
	 التعميم )الأن�شطة الثاني و الثالث و الرابع(•
	 النمذجة )الن�شاط الرابع(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
	 تقدير الروابط )الن�شاطان الأول و الرابع(•
	 فهم البرهان )الن�شاط الثالث(•

الخطّة الزمنيّة
الزمن المقترح لتنفيذ الوحدة

�شتّ �شاعات تقريبًا

الم�ضادر
	 تقنية تمثيل بياني.•
	 خريطة العالم ت�شتمل على خطوط الطول ودوائر العر�س. )الن�شاط الرابع(•
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الوحدة ال�شاد�شة: المتّجهات
الن�ضاط الأوّل: القوارب 

حول هذا الن�ضاط
�شمّم هذا الن�شاط لتنمية تفكير الطلّاب فيما يتعلّق 

با�شتعمال المتّجهات في الملاحة، مت�شمنًا ا�شتعمال 
عمليّات جمع المتّجهات، وتحديد متّجهات الموقع، 

ومقدار المتّجه، ور�شم المتّجهات.
لذا قد يكون من المفيد وجود تقنيات تمثيل بياني 

ت�شاعد على ر�شم متّجهات ثنائيّة الأبعاد. ويتعيّن على 
الطلّاب العمل في مجموعات ثنائيّة لتحفيز النقا�س 

وت�شجيعه.
يجب ت�شجيع الطلّاب على ر�شم مخطّط دقيق عند البدء 
في هذا الن�شاط، وي�شيفون عليه تفا�شيلًا كلّما تقدّموا 

في تنفيذ الن�شاط، وبناءً عليه، �شيكتمل حلّ المهمّة 
الثامنة. يعدّ ا�شتعمال تقنيات التمثيل البيانيّ مفيدًا 

لإنجاز الجزء الأخير من المهمّة الثامنة.

ومن ال�شروريّ ا�شتعمال بع�س مفردات المتّجهات 
في اأثناء تنفيذ هذا الن�شاط. مثل، طول المتّجه وكيفيّة 
ح�شابه، ومتّجه الموقع )اتّجاه الموقع بالن�شبة لنقطة 

الأ�شل المعطاة(، والموقع "بالن�شبة اإلى"، والعلاقة 
بين ال�شرعة المتجهة وال�شرعة في الن�شاط 1 حيث اأن 

ال�شرعة تمثل مقدار متجه ال�شرعة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 القدرة على التخيل.•
	 القدرة على ربط الريا�شيّات بالواقع والتعبير •

الريا�شيّ عن المواقف الحياتيّة.
	 التقدير والعجاب في الربط بين مجالت •

الريا�شيات..

تو�ضيات ا�ضلوب التدري�س
و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة.
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اإجابات الأ�ضئلة
.1

.2

3.  الموقع عند ال�شاعة الواحدة بعد الظهر، هو:

.4

.5

.a .6

t = 4 عندما   .b     

     c. تزداد الم�شافة بين اليخت وقارب ال�شيد    
ا، ويعبّر عنها بالمعادلة:           تدريجيًّ

7.   عند ال�شاعة ال�شابعة م�شاءً يُبحر القارب ب�شرعة 
      ثابتة.

      a. موقع قارب ال�شيد، هو:
,                           

    ولذا؛ فاإنّ متّجه الموقع هو:

                               

√22 + 72 = √53 km/h 

OF = 2
2

 + t 2
7

 = 2 + 2t
2 + 7t

OF 

 

= 4
9

 

= 2 + 2t
2 + 7t

= 2 + 2
2 + 7

12

10

8

6

4

2

0

–2

–1 0 1 2

Fishing Boat

Yacht

3 4 5 6 7 8 9

–4

–6

–8

v

w

OG = 3
–4

 + t 4
3

 = 3 + 4t
–4+ 3t

OG = 3
–4

 + t 4
3

 = 3 + 4t
–4+ 3t

a. FG = FO + OG

  = –OF +  OG

 FG = 1
–2

 + t 2
–4

  = 1 + 2t
–6 –4t

b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
–6 –16

  = 9
–22

 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km

a. FG = FO + OG

  = –OF +  OG

 FG = 1
–2

 + t 2
–4

  = 1 + 2t
–6 –4t

b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
–6 –16

  = 9
–22

 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km

a. FG = FO + OG

  = –OF +  OG

 FG = 1
–2

 + t 2
–4

  = 1 + 2t
–6 –4t

b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
–6 –16

  = 9
–22

 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km

a. FG = FO + OG

  = –OF +  OG

 FG = 1
–2

 + t 2
–4

  = 1 + 2t
–6 –4t

b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
–6 –16

  = 9
–22

 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km

FG = √20t2 + 52t + 37 

OF= 16
51

.

OM = 36
60

The fishing boat is located at OF= 16
51

.

OM = 36
60

The fishing boat is located at

OF= 16
51

.

OM = 36
60

The fishing boat is located atOF= 16
51

.

OM = 36
60

The fishing boat is located at

MF = MO + OF

  = OF – OM 

  = 16
51

 – 36
60

  = – 20
9

MF = MO + OF

  = OF – OM 

  = 16
51

 – 36
60

  = – 20
9

MF = MO + OF

  = OF – OM 

  = 16
51

 – 36
60

  = – 20
9

قارب ال�شيد

اليخت

 يميّز الطالب بين ال�شرعة المتّجهة، وال�شرعة 
حيث تمثّل ال�شرعة مقدار متّجه ال�شرعة. ومن 
ال�شياق فاإنّ ال�شرعة معطاة على �شورة متّجه 

لذا؛ فاإنّنا نح�شب مقدار هذا المتّجه ليمثّل �شرعة 
قارب ال�شيد، وهي:

تعدّ اإ�شافة التغيّر في تمثيل الموقع الأ�شليّ 
للمتّجه ذات دللة، وتمثّل الإزاحة الن�شبيّة 
لنقطة الأ�شل. لذا؛ ي�شتعمل متّجه الإزاحة 

ويُعطي موقع قارب ال�شيد بالمتّجه:
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  = –OF +  OG

 FG = 1
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 + t 2
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b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
–6 –16

  = 9
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 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km

a. FG = FO + OG

  = –OF +  OG

 FG = 1
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 + t 2
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  = 1 + 2t
–6 –4t

b. At t  = 4:

 FG = 1 + 8
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  = 9
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 FG = √92 + (–22)2 

  = 23.77km
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موقع اليخت هو:   .b

وبمعرفة متّجه الموقع   

.a .8
 

 .b

يتّ�شح من الر�شم اأنّ اليخت وناقلة النفط يقتربان    .c
ا. من بع�شهما بع�شً

المعادلة المتجهيّة للم�شافة بين اليخت وناقلة   .d
النفط هي:

ويمكن التو�شل اإليها على النحو الآتي:  
ا. اليخت وناقلة النفط يقتربان من بع�شهما بع�شً  

متّجه موقع اليخت عند الزمن T هو:  

ومتّجه موقع ناقلة النفط عند الزمن T هو:  

 T معادلة الم�شافة بين اليخت وناقلة النفط بعد   .e
�شاعة من ال�شاعة ال�شابعة م�شاءً ت�شاوي: 

ا يظهر من الر�شم اأنّ  عند تمثيل المعادلة بيانيًّ   .f
القاربين ل يلتقيان، ولكن يكونان اأقرب ما يمكن 

ا عند ال�شاعة 11:30 م�شاءً،  اإلى بع�شهما بع�شً
.16km وعندئذٍ تكون الم�شافة بينهما

فر�س التقويم
ا للحكم على مدى قدرة الطلّاب  يتيح الن�شاط فر�شً

على ربط الريا�شيّات بالواقع عندما يف�شّرون النتائج 
التّي ح�شلوا عليها بدللة حركة القوارب.

The yacht is located at OG = 31
17

Given that the position vector: OM = 36
60

MG = MO + OG

  = OG – OM 

  = 31
17

 – 36
60

  = – 5
43

The yacht is located at OG = 31
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Given that the position vector: OM = 36
60
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17
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UG = 16 + 0
–18 + 4T

OG = 31 + 4T
17 + 3T

The position vector for the oil tanker at time T is 

= – 15 + 4T
35 – T

 + 31 + 4T
17 + 3T

OU = 15 + 4T
35 – T

UG = UO + OG

= – OU + OG

OG = 31 + 4T
17 + 3T

The position vector for the oil tanker at time T is 

= – 15 + 4T
35 – T

 + 31 + 4T
17 + 3T

OU = 15 + 4T
35 – T

UG = UO + OG

= – OU + OG

60.25

24.94
–2.27

2

Minimum distance is 16km at 7pm + 4.5hrs = 11.30pm

(4.5, 16)

√16T 2 – 144T + 580  
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The yacht is located at OG = 31
17

Given that the position vector: OM = 36
60

MG = MO + OG

  = OG – OM 

  = 31
17

 – 36
60

  = – 5
43

البرج

OU  = OM + MU

MU = –21
–25

 and OM = 36
60

OU = –21
–25

 and 36
60

 = 15
35

UF  = UO + OF

 = – 15
35

 + 16
51

 = 1
16

UF  =   = √257 km

   
UG  = UO + OG

  =  15
35

 + 31
17

 = 16
–18

UG  = √162 + (–18)2 = 2√145 km

OU  = OM + MU

MU = –21
–25

 and OM = 36
60

OU = –21
–25

 and 36
60

 = 15
35

UF  = UO + OF

 = – 15
35

 + 16
51
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UG  = UO + OG

  =  15
35

 + 31
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OG = 31 + 4T
17 + 3T

The position vector for the oil tanker at time T is 

= – 15 + 4T
35 – T

 + 31 + 4T
17 + 3T

OU = 15 + 4T
35 – T

UG = UO + OG

= – OU + OG

OG = 31 + 4T
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The position vector for the oil tanker at time T is 

= – 15 + 4T
35 – T
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35 – T
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ناقلة النفط

OU  = OM + MU

MU = –21
–25
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 and 36
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35
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 = 16
–18

UG  = √162 + (–18)2 = 2√145 km

The yacht is located at OG = 31
17

Given that the position vector: OM = 36
60

MG = MO + OG

  = OG – OM 

  = 31
17

 – 36
60

  = – 5
43
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الوحدة ال�شاد�شة: المتّجهات
الن�ضاط الثاني: الأ�ضكال الرباعيّة 

حول هذا الن�ضاط
يهدف هذا الن�شاط اإلى تنمية تفكير الطلّاب 

بالمتّجهات من منظور هند�شيّ. ويت�شمّن ا�شتعمال 
عمليّات جمع المتّجهات ومتّجهات الموقع، وال�شرب 

الداخلي للمتّجهات.
يتمثّل الهدف الأ�شا�شيّ في اإعطاء الطلّاب مثالً على 

اأنّ لغة المتّجهات ت�شمح بتنفيذ برهان محدّد ووا�شح 
للعلاقات الهند�شيّة. يجب حث الطلاب على العمل 

فرادى، مع �شرح ا�شتدللتهم في كلّ المهمّة لزملائهم.
في المهمّة الثانية، من المهمّ اأن يناق�س الطلّاب فكرة 

البرهان الرئي�شة قبل البدء في الحلّ، واأن يكونوا 
قادرين على تو�شيح توازي القطعتين الم�شتقيمتين 
 HG ،EF وكذلك القطعتين الم�شتقيمتين ، FG ، EH

ليكون ال�شكل EFGH متوازي اأ�شلاع.
ومن الأخطاء المفاهيميّة ال�شائعة التي يجب تجنبها 

هي تمثيل المتّجهات باأ�شلاع ال�شكل المر�شوم اأكثر 
من كونها مقدارًا واتّجاهًا.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 القدرة على التعميم.•
	 القدرة على فهم البرهان وبنائه.•

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
العمل في مجموعات ثنائيّة ت�شاركيّة / متعاونة.
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u,v,w,z   ABCD .1


A

B

C

D

u

v

w

z

  a
BD ،AC  b

.z ،w ،v ،uBD ،AC 

v2 + z2 – (u2 + w2) = 2BD . AC c
  c d

A

B

C

D

u

v

w

z
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اإجابات الأ�ضئلة
.1

بما اأنّ ال�شكل الرباعيّ مغلق فاإنّ المجموع     .a

.b

  .c
 

 
 

ناتج ال�شرب الداخلي ثابت دائمًا مهما تغيّر    .d
ال�شكل الرباعيّ �شريطة عدم تغيّر اأطوال المتّجهات 

.u, v, w, z

.2

المعطيات:   .a

.b

باإيجاد اأ�شلاع ال�شكل الرباعيّ:   .c
Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

 يوازي 

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

اإذن،  

.

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

 يوازي 

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

اإذن،   

، فاإنّ 

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

 يوازي

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

، و

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

 يوازي 

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

       وبما اأنّ 
متوازي اأ�شلاع.ال�شكل           

فر�س التقويم
تعدّ اإجابات الطلّاب على المهمّة الثانية دليلًا على 
قدرتهم على البرهان، وعلى الرغم من اأنّ خطوات 
البرهان مبا�شرة اإلّ اأنّه يتعيّن على الطلّاب ترتيب 

الخطوات بعناية وفق ت�شل�شل منطقيّ.

a.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the sum

As EF is parallel to HG and HE is parallel to GF, the 
quadrilateral EFGH is a parallelogram.

A

B

C

D

u

v

w

z
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a.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the sum

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Given that: OH = a, OB = 2a and OG = c:

OA  = 2a, OC = 2c

AB  = AO + OB = –2a + 2b

CB  = CO + OB = –2c + 2b

OE  = OA + 12 AB

      = 2a  + 12(–2a + 2b)

      = a + b

OF  = OC + 12CB

      = 2c + 12(–2c + 2b)

     = b + c

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

Finding the sides of the quadrilateral:

HE  = HO + OE

      = – a + (a + b)

      = b

GF  = GO + OF

      = – c + (b + c)

      = b

Therefore HE is parallel to GF

EF  = EO + OF

      = – (a + b) + (b + c)

      = – a + c

= – c + a

Therefore EF is parallel to HG

HG

= –( ) –a + c

a.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the suma.
u + v + w + z = 0.

b. AC = u + v

 BD = v + w

c. AC = u + v and CA = –AC = w + z

 BD = v + w and DB = –BD = z + u

 v2 + z2 – (u2 + w2) = v2 + z2 – u2 – w2

 = v2 – w2 + z2 – u2 

 = (v – w)(v + w) + (z – u)(z + u)

 = BD (v – w) – BD (z – u)

 = BD (v – w – z + u)

 = BD ((u + v) – (w + z))

 = BD (AC  + AC )

 = 2BD ⋅AC 

As the quadrilateral is a closed figure, the sum

,
,
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الوحدة ال�شاد�شة: المتّجهات
الن�ضاط الثالث: ال�ضرب الداخلي وال�ضرب التّجاهي للمتّجهات 

حول هذا الن�ضاط
يهدف هذا الن�شاط اإلى تنمية تفكير الطلّاب في 

المتّجهات ب�شورتها التجريديّة. كما يت�شمّن ا�شتعمال 
عمليتيْ ال�شرب الداخليّ والتّجاهيّ للمتّجهات. 
و�شمّمت الأن�شطة لتو�شيح التمايز بين ال�شرب 

ا. وقد ت�شتفيد  الداخلي والتّجاهي بتمثيلها هند�شيًّ
المهامّ من النقا�شات، وي�شجّع الطلّاب على ت�شارك 
النتائج. تتطلّب المهمّتان 1 ، 2 من الطلّاب اختيار 

الأمثلة للتحقّق من نتائجهم. ونو�شي اأن يختار 
الطلّاب الأمثلة ب�شورة فرديّة ويختبرونها، ومن ثمّ 
لوا اإليها. مناق�شة زملائهم بال�شتنتاجات التّي تو�شّ

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 القدرة على التخيل الوا�شح.•
	 القدرة على التعميم.•
	 فهم البرهان وبنائه.•

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
العمل في مجموعات ت�شاركيّة / متعاونة.

اإجابات الأ�ضئلة
.1

ا كما في ال�شكل الآتي:      a. يُمثَّل المتّجهان هند�شيًّ

.b     
 

     ويكون m.n = 2 × -3 + 3 × 2 = 0 بما اأنّ  
           ناتج ال�شرب الداخلي ي�شاوي �شفرًا، فاإنّ 

           المتّجهين b ،a متعامدان.

3

2

1

n m

-3 -2 -1 0 1 2

0

m  = 
2
3
0

            n = 
-3
2
0

and

Then m.n = 2 x -3 + 3 x 2
= 0

m  = 
2
3
0

            n = 
-3
2
0

and

Then m.n = 2 x -3 + 3 x 2
= 0
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b
e
f
g
 a

a
b
c 


a.b
 a.b = a × e + b × f + c × g
 a×b

 a×b


bg – fc
– (ag – ec)

af – eb 



bg – fc
ec – ag
af – eb



  

n=
–3
2
0  

m=
2
3
0
  .1

 nm .a
mn b

xy  c
    d

xy   

d


3
–1
–3

 c

2
3
1 

  .2

 dc .a
xy    b

    .3
m × n |n| |m| 

xy  
 21   .4

m.b = 0m = 
x
y
z

 

   .5

b =
1
2
3 

c = 
1
5
11

 

c × b = d   .6
d.b a

 b

,
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 xy عندما يقع المتّجهان بالكامل في الم�شتوى   .c
ا يبيّن اأنّ المتّجهيّن  فاإنّ تمثيلهما هند�شيًّ

متعامدان. ي�شجّع الطلّاب على اختبار عدد من 
اأزواج المتّجهات ليتحقّقوا من اأنّ ال�شرب الداخلي 

ي�شاوي �شفرًا دائمًا. ويطلب اإلى اأحد الطلّاب 
المتميزين �شياغة تخمين اأو تعميم يتعلّق 

بالتمثيل الهند�شيّ لل�شرب الداخلي.
بما اأنّ ال�شرب الداخلي لمتجهين ي�شاوي �شفرًا،    .d

فاإنّ المتجهيْن a، b متعامدان.

 

  

من المهمّ اأن يكون الطلّاب قادرين على اختيار    .b
اأزواج من المتّجهات المتعامدة، واأن ي�شتنتجوا 

اأنّه:
 a، b اإذا كان حا�شل ال�شرب الداخلي للمتّجهين  

ي�شاوي �شفرًا فاإنّهما متعامدان.

.a.3

يتعيّن على 

الطلّاب ا�شتنتاج اأنّ حا�شل ال�شرب التّجاهيّ هو 
متّجه في اتّجاه محور z. حيث اإنّ m وَ n تقعان 

بالكامل من الم�شتوى xy. واأنّ حا�شل ال�شرب 
التّجاهي هو متّجه عموديّ على كلّ من n ،m. وطول 

.|m| × |n| ي�شاوي 13 وهو ي�شاوي .m × n المتّجه

.b يعامد المتّجه m فاإنّ المتّجه m.b = 0 اإذا كان    
    يوجد عدد ل نهائيّ من الحلول للمعادلة . 

.5

2
3
1

3
–1
–3

y

x

z

m  = √22 + 32 + 02   =  √13

 

 

n  = √(–3)2 + 22 + 02   =  √13

m × n = 
2
3
0

 ×  
–3
2
0

 = 
3 x 0 – 2 x 0 
2 x 0 – –3 x 0 
2 x 2 – –3 x 3 

 

  = 
0
0
13

m  = 
x
y
z

            b = 
1
2
3

m⋅b = 
x
y
z

  
1
2
3

m⋅b = x + 2y + 3z
m  = 

x
y
z

            b = 
1
2
3

m⋅b = 
x
y
z

  
1
2
3

m⋅b = x + 2y + 3z

cx b = 

cx b = 

1
5
11

  
1
2
3

 = 
(5  3) – (2  11)

–((1  3) – (1  11))
(1  2) – (1  5)

 

–7
8
–3

x

x x
x x
x x
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.2

.4

وعلى الرغم من ذلك، فاإنّه عند اإعادة ترتيب 
 x =  - )2y +3z( المعادلة يمكن اأن تح�شل على

وعند تحديد قيم لكلّ من z ،y يمكن اإيجاد 
قيمة x ،و�شتكون نتيجة ال�شرب الداخليّ 

�شفرًا. a.    المتّجهان d ،c متعامدان.
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.a .6

الإجابة متوقّعة من المهمّة 5؛ لأنّ ناتج ال�شرب    .b
التّجاهي هو متّجه يعامد الم�شتوى المكوّن من 

المتجهين c و b، وعلى الرغم من ذلك فاإنّ 
الم�شتوى المكوّن من المتّجهين b ،c يعامد المتّجه 

d ، وبناء عليه يكون ناتج ال�شرب التّجاهي 
.d متّجهًا يوازي المتّجه

فر�س التقويم
يحتاج الطلّاب اإلى ت�شوّر جيّد في هذا الن�شاط كي 

يتمكّنوا من فهم العنا�شر المختلفة، والمحافظة على 
الو�شوح بالمعالجات التجريديّة. اإنّ الطلّاب الذين 
لديهم القدرة على ال�شتدلل في المهمّة 6، يقدّمون 

دليلًا على امتلاك هذا الجانب.

cx b  d = = 
–7
8
–3

 

d.b = 

= –7 x 1 + 8 x 2 + –3 x 3

= –7 + 16 – 9

= 0

1
2
3

 
–7
8
–3

 .
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الوحدة ال�شاد�شة: المتّجهات
الن�ضاط الرابع: المتّجهات والملاحة

حول هذا الن�ضاط
مّم هذا الن�شاط لتنمية تفكير الطلّاب فيما يتعلّق  �شُ
بالمتّجهات في الحياة اليوميّة في مجال الملاحة. 

ويت�شمّن الن�شاط ا�شتعمال جمع المتّجهات، ومتّجهات 
الوحدة، بالإ�شافة اإلى طول القو�س، وخطوط الطول 

والعر�س. ويتعيّن على الطلّاب اأن ياألفوا العمل مع 
المواقع على �شطح الكرة الأر�شيّة، وكذلك مع خطوط 

الطول والعر�س للتعامل مع هذا الن�شاط. لذا يتعيّن 
على الطلّاب اأن يعملوا في مجموعات ثنائيّة، اأو 

مجموعات �شغيرة لت�شجيع المناق�شة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 ال�شتق�شاء باتّباع الطريقة المنهجيّة.•
	 القدرة علىالتخيل.•
	 القدرة على التعميم.•
	 القدرة على اإن�شاء نماذج ريا�شيّة.•
	 الربط بين موا�شيع الريا�شيّات.•

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
العمل في مجموعات ثنائيّة اأو �شغيرة، العمل 

الت�شاركيّ.

اإجابات الأ�ضئلة

ملاحظة
	 • B ،A يمكن ح�شاب الزاوية بين المتّجهين  

با�شتعمال ال�شرب الداخلي. اأيْ اأنّ 
	 الأر�س كرويّة تقريبًا، وبمعرفة خطّي الطول •  

والعر�س لمدينة معيّنة، يمكن تحديد متّجه 
.)O( الموقع بالن�شبة اإلى مركز الأر�س

	 يتطلّب الن�شاط متّجهات ثلاثيّة الأبعاد.•  

cosθ = A ⋅ B
A B

66
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�شمالً اأيْ 25º �شمال خطّ ال�شتواء.  25º تقع الريا�س على خطّ عر�س
في حين تقع �شدني على خطّ عر�س 34º جنوب خطّ ال�شتواء.

المتّجه L مُعطى بـ :

R = )cosθ sink

= )cos 47º sin65º( i  +  )sin47º sin65º( j  +  cos65ºk

R = 0.618i  +  0.663j  +  0.423k

S = )cosθ sinϕ( i  +  )sinθ sinϕ( j  +  cosϕk

 = )cos 151º sin124º( i + )sin151º sin124º( j + cos124ºk

S = –0.725i  +  0.402j – 0.559k

 

(sin 38ºi + cos 38ºk( ⋅ ((cos47º sin65º(i + (sin47º sin65º( j + cos65ºk(
1

cosα = 0.7135683541514

α = 44.474º

الم�شافة بين لندن والريا�س= طول القو�س
 2π × r × α  = طول القو�س                            

 = 2π × 6380 × 44.474
360

           
  = 4953 km                              





L
R

S








O

L = (cosθ  sin ) i  + (sinθ sin ) j + (cos  )k

 = (cos 0  sin 38 ) i + (sin0º sin38ooo

o o

o) j + cos 38  k

 = sin 38  i + cos 38  k

L = 0.616 i + 0.788 k

L = (cosθ  sin ) i  + (sinθ sin ) j + (cos  )k

 = (cos 0  sin 38 ) i + (sin0º sin38ooo

o o

o) j + cos 38  k

 = sin 38  i + cos 38  k

L = 0.616 i + 0.788 k

R = (cosθ sin ) i + (sinθ sin ) j + cos k

 = (cos 47º sin65º) i + (sin47º sin65º) j + cos65º k

R = 0.618 i + 0.663 j + 0.423 k

S = (cosθ sin ) i + (sinθ sin ) j + cos k

 =  (cos 151º sin124º) i + (sin151º sin124º) j 
+ cos124º k

S = –0.725 i + 0.402 j – 0.559 k

R = (cosθ sin ) i + (sinθ sin ) j + cos k

 = (cos 47º sin65º) i + (sin47º sin65º) j + cos65º k

R = 0.618 i + 0.663 j + 0.423 k

S = (cosθ sin ) i + (sinθ sin ) j + cos k

 =  (cos 151º sin124º) i + (sin151º sin124º) j 
+ cos124º k

S = –0.725 i + 0.402 j – 0.559 k

)cosθ sinφ(i + )sinθ sinφ( j + )cosφ( k

)cosθ sinφ(i + )sinθ sinφ( j + cosφk

)cosθ sinφ(i + )sinθ sinφ( j + cosφk

L ⋅ R
|L| |R|

cosα = 

87

 .1

 .2

 .3

 .4

 .5
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 cosβ = L ⋅ S
|L| |S|

(sin 38ºi + cos 38ºk( ⋅ ((cos151º sin124º( i + (sin151º sin124º( j + cos124ºk(
1

cosβ = –0.8871

β = 152.506º

الم�شافة بين لندن و�شدني= طول القو�س
 2π × r × β  =  طول القو�س

  = 2π × 6380 × 152.506
360

 
 16982 km  = 

 cosδ = R ⋅ S
|R| |S|

(cos47º sin65º(i + (sin47º sin65º(j + cos65ºk( ⋅ ((cos151º sin124º(i + (sin151º sin124º(j + cos 124ºk(
1

 cos δ  = –0.4181

δ  =  114.714º

الم�شافة بين الريا�س و�شدني= طول القو�س
 2π × r × δ =  طول القو�س

  = 2π × 6380 × 114.714
360

=  12774 km

�شوف تختلف الإجابات. ويعتمد ذلك على المدينة التّي تمّ اختيارها. واأحد الختيارات الممكنة مدينة في نيوزلندة 
مثل دندن.

دندن
خطّ الطول = 170° 

خطّ العر�س = °46 جنوب
الزاوية القطبيّة = 136°  

19055 km = الم�شافة بين لندن ودندن
فر�س التقويم

تعدّ الإجابات على المهامّ الثلاث الأولى دليلًا على فهم الطلّاب للموقف )قدرتهم على النمذجة(. وتوفّر المهمّتان 
4، 7 دليلًا على قدرة الطلّاب على التعميم، في حين تبيّن المهمّة 8 قدرتهم على ال�شتق�شاء ب�شورة م�شتقلّة.

.6

.7

.8

.9

=
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الوحدة ال�ضابعة

الإحداثيات القطبية والأعداد 
المركبّة
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نظرة عامّة

يتعرّف الطلاب من خلال هذه الوحدة على الأعداد المركبّة وتمثيلها باأ�شكال مختلفة حيث ينظر اإلى الأعداد 
المركبّة على اأنها امتداد ل�شبكة المحاور ولنظام الأعداد. توفّر الأن�شطة الفر�س للطلاب لتطوير وعيهم عن الخلفية 

التاريخية للاأعداد المركبّة. كما �شيتم الربط  بين الأعداد المركبة والعديد من المجالت الماألوفة في الريا�شيات.
الأهداف التعلميّة للوحدة

	 فهم اأن الختيار الأمثل لنظام الإحداثيات يعتمد على الأ�شياء المراد درا�شتها.•
	 فهم مبداأ الأعداد المركبة كاإمتداد لنظام الأعداد.•
	 ملاحظة الروابط بين الأعداد المركبة والمجالت الأخرى الماألوفة في الريا�شيات.•

المعرفة ال�ضابقة
�شوف تكون المعرفة ال�شابقة وا�شحة من �شياق المهام الفردية، وباخت�شار:

	 يتطلب الن�شاط 1 تطبيق نظرية فيثاغور�س وعلم المثلثات.•
	 يتطلب الن�شاط 2  بع�س المعرفة بتمثيل الدوال التربيعيّة بيانياًوحل المعادلت التربيعيّة.•
	 يتطلب الن�شاط 3 ا�شتخدام مت�شل�شلات القوى في الن�شاط 3 لتطوير �شيغة اإيلر )Euler(؛ ومع ذلك فاإنه يمكن •

التعامل مع هذا بدون معرفة م�شبقة لمت�شل�شلات القوى.
	 يعتمد الن�شاط 4 على ما تم عمله على الأعداد المركبة في الن�شاط 3 ويتطلب كذلك تحليل عبارات تمثل •  

كثيرات حدود من الدرجة الثالثة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع ) الأن�شطة 1، 2، و 3(  •
	 المجازفة ) الن�شاطان 1 و 2(•
	 التعاون ) الن�شاطان 1 و 4(•
	 الإهتمام بالمجتمع - المقدرة على اإنتاج اأفكار جديدة مبنية على اأفكار موجودة اأو م�شتقة منها ) الن�شاطان 2 •

و 3(

المهارات المتقدّمة
	 التخيل والقدرات فوق المعرفية - المقدرة على ال�شتخلا�س والإفترا�س، والإ�شتدلل والبحث عن اأدلة داعمة     •

) الن�شاط 3(
	 الدقة - المقدرة على العمل بفعالية �شمن قواعد محددة ) الأن�شطة 1، 3، و4(.•
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المعرفة والفهم المتقدّمان
	 فهم البرهان ) الن�شاط 4(•
	 التقدير والإعجاب في الربط بين مو�شوعات الريا�شيات المختلفة ) الن�شاطان 2 و3(•
	 فهم "الأفكار الكبيرة" وو�شوح المفاهيم ) الن�شاطان 2 و3(.•
	 التب�شر في البنية الريا�شية الأ�شا�شية ) الن�شاط 4(.•

الخطّة الزمنيّة
 �شت �شاعات تقريباً. تتطلب الأن�شطة وقتاً مت�شاوياً تقريباً.

الم�ضادر
	 اإن ا�شتخدام نماذج لأ�شكال اأ�شطوانية ومخروطية قد يكون مفيداً للن�شاط الأول.•
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حول هذا الن�ضاط
يتيح هذا الن�شاط للطلاب ا�شتك�شاف طرق مختلفة 

لتحديد موقع نقطة في �شبكة ثنائية وثلاثية الأبعاد. 
اأنه يمكن تحقيق ذلك من خلال  "الفكرة الكبيرة" هي 

نطاق وا�شع من الطرق المختلفة واأن اختيار النظام 
الإحداثي يجب ان يعتمد على خ�شائ�س الموقف الذي 
يجري تحليله. �شيتم تقديم نظام الإحداثيات القطبية 

في الجزء الثالث من هذا الن�شاط.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع - القدرة على التخيل في 3 اأبعاد•
	 المجازفة - النظر في مميزات اأنظمة الإحداثيات •

المختلفة في مدى وا�شع من ال�شياقات.
	 التعاون•
	 الدقة - ا�شتخدام القوانين لتعريف اأنظمة •

اإحداثيات ب�شورة متنا�شقة ودقيقة.
	 يجب اأن يكون لدى الطلاب فهم عميق في علم •

المثلثات ونظرية فيثاغور�س.
	 قد يكون من المفيد وجود نماذج لأ�شطوانات •

ومخروطات.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
ينبغي اأن يعمل الطلاب في مجموعات �شغيرة، كما 
ينبغي عليهم مناق�شة النتائج التي تو�شلوا اإليها مع 
بع�شهم البع�س كلما تقدموا في الحل. يحتاج الطلبة 

اإلى ا�شتخدام اأجهزة الحا�شب لحل ال�شوؤال 2.
70




 
   •

  •
  •



             


 
1




  



 (x, y, z)10cm6cm

0,0,0

الوحدة ال�ضابعة: الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
الن�ضاط الأوّل: البحث في النظم الإحداثية
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 i(   .a(  اأي نقطة لها الإحداثيات                                     
               اأو ما يكافئها

       )ii( اأي نقطة لها الإحداثيات                                     
              اأو ما يكافئها

      )iii(  اأي نقطة لها الإحداثيات                                
                اأو ما يكافئها

اأو ما يكافئها                                              .b
  )i( .c
)ii(    

                )iii(    
     لحظ اأن الإحداثيات ال�شالبة تت�شبب بتعقيدات،   

     وحيث اأن دورة دالة tan هي           ، فاأن كل قيمة   
     من قيم               لها قيمتين ممكنتين من        في 
     المجال من     اإلى           . يوفرّ هذا نقطة نقا�س    

     مفيدة وفر�شة لمراجعة علم المثلثات للزوايا في    
     المجال من      اإلى          .

  
.d

e.  ثلاث نقاط لها الإحداثيات                              
      اأو  

.f

.a .2 

       

                        .b

.c 

  a .3.   قد تكون هذه فر�شة لمراجعة مفهوم   
            الإتجاهات. يجب ت�شجيع الأفكار الإبداعية 

            والخّلاقة.
.b      

       

  
     d. اإذا كانت                              , 

 
          اإذا كانت                                , 

(0,0(

( )2, 36x x−

( )2, 36 ,0x x−

( )2, 36 ,10x x−

( )2, 36 ,5x x−

y
x

y
x

0

0360

− 6 ≤ x ≤ 6,  − 6 ≤ y ≤ 6, 0 ≤ z ≤ 10         

 .1
اإجابات الأ�ضئلة

قد يلقى النقا�س هنا ال�شوء على اأن نظام 
"زاوية- طول" الذي ا�شتخدم هنا ينا�شب 

الأ�شطوانة اأكثر من المخروط. قد يكون النظام 
اأكثر فعالية للمخروط عندما يكون المركز عند 

راأ�س المخروط. قد تكون هنالك فر�س اأي�شا 
لتقديم الإحداثيات القطبية. �شيتم تطوير ذلك في 

الجزء الثالث من هذا الن�شاط. النتيجة المهمة 
من هذا النقا�س هي الخروج بفهم اأنه يوجد اأكثر 

من طريقة لتعريف مكان النقاط في الف�شاء، 
واأن اإختيار النظام الإحداثي يكون مبنياً على 

خ�شائ�س الموقف الذي يجري تحليله.

وهذا ينطبق على اأي نقطة على المخروط.
  tan  اإن ممّا ي�شاعد على التخيلّ، اأخذ قيمة

للزاوية عند راأ�س المخروط.

 هنالك حقيقتان يجب ان تكونا وا�شحتان وهما،      
                        و                   . )بالن�شبة للطلاب 
الذين يواجهون �شعوبة في التخيّل، فيجب اأن 

يحاولوا تخيلّ عملية �شغط مخروط بحيث ت�شبح                
            لجميع النقاط على �شطحه(.

اإن اإيجاد العلاقة بين المتغيرات z ، y ، x  يعتبر 
اأكثر �شعوبةً. بالن�شبة للمثلثات المت�شابهة، فاإن 

الن�شبة تكون

لي�س من ال�شروري محاولة ر�شم ال�شكل اإذ يعتبر ال�شكل 
المعطى في كتاب الطالب كافياً للتخيلّ. 

اأمعن النظر في المحاور وتخيّل اأن الم�شتوى xy  هو 
عبارة عن م�شطّح على الأر�س. ويمكن اعتبار �شطح 

الأر�س هو الم�شتوى المت�شكل عندما             وبما اأن 
حافة قاعدة الأ�شطوانة  دائرة مركزها            ون�شف 

قطرها 6cm. لذلك فجميع النقاط عليها تعطى كالتالي:   
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حول هذا الن�ضاط
�شمّم هذا الن�شاط لكي يكون منا�شباً  لجميع الطلاب 

في هذا الم�شتوى. ولكن طريقة التدري�س الأكثر فعالية 
تعتمد على خبرة الطلاب، اإن وجدت، في الجذور غير 

الحقيقية للمعادلت التربيعية. ما �شيميز النقا�س 
والتو�شع المحتمل فيه هو تعريف             وا�شتخدام      

ليرمز اإليه وكذلك النظر في الخلفية التاريخية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم

	 الإبداع - التو�شع في نظام الأعداد لي�شمل  3اأبعاد.•
	 المجازفة - تخيلّ اأ�شطح ثلاثية الأبعاد.•
	 الاهتمام بالمجتمع.•
	 التقدير والعجاب في الروابط - ربط التفكير   •

الجديد بالمعرفة ال�شابقة لتمثيلات الدوال 
التربيعية بيانياً.

	 فهم "الأفكار الكبيرة" وو�ضوح المفاهيم- مفهوم  •
	 الكفاءة في حل المعادلت التربيعية عن طريق •

التحليل وبا�شتخدام القانون العام

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
ينا�شب هذا الن�شاط جميع الطلاب في الف�شل. يجب 
ت�شجيع الطلاب على مناق�شة نتائجهم والتاأكد من 

اأعمال بع�شهم البع�س.
74

y0
xx
3x2 + 2x + 5 = 0
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yx 
 yx

y0
1

 y  = x2 − 2x − 8   y = − x2 + x + 20   y = 3x2 + 2x + 5

a

acbb
x

2
42 −±−

=

الوحدة ال�ضابعة: الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
الن�ضاط الثاني:الحلول المركّبة للمعادلت التربيعية
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اإجابات الأ�ضئلة
.1

التمثيل البياني للمعادلة                               ل يتقاطع 
مع المحور x لأنه ل يوجد جذور حقيقية للمعادلة                     

                              . اإن محاولة حل المعادلة 
با�شتخدام القانون العام �شوف يعطي التالي  

حيث                    . بما اأن قيمة                )المميز( 
�شالبة، فاإنه ل يوجد جذور حقيقية للمعادلة.

يحتاج الطلاب في هذه المرحلة اأن يكون لديهم فكرة 
وا�شحة عن تعريف وا�شتخدام 

.2

اإن اإيجاد تعميم يحتاج اإلى ا�شتخدام البواقي                        
وهذا باقي ق�شمة       .   

 .3  
  4.  الإحداثيات هي على ال�شكل                             .     

        لدينا                                   اأو ب�شكل اآخر  
                                     وبحل المعادلة با�شتخدام   

       القانون العام تح�شل على الحل التالي:
     

        
      وبما اأن               ، فاأن مجموعة الحل هي

         

 5.  يجب اأن يتقاطع ال�شطح مع الم�شتويات                      
        و                حتى يكون للمعادلة جذور حقيقية. 

)Modulo(

 فاإناإذا كان

1i = −

1i = −

x2 − 2x − 8 = 0 , (x − 4) (x + 2) = 0 , x = {4, − 2}

− x2 + x + 20 = 0, (− x + 5) (x + 4) = 0 , x = {5, − 4}

3x2 + 2x + 5 = 0 , x =               =              ,− ± − −
− ±

2 4 60 1 14
6 3 3

,x i−
= − ± − ±

1 14 1 14
3 3 3 3

,x i i− −= − + − −1 11 1 11
3 3 3 3

 

1 2 11 1 2 11
, ,1 , , ,1

3 3 3 3
− − −

,− ± − −
− ±

2 4 60 1 14
6 3 3

,x i−
= − ± − ±

1 14 1 14
3 3 3 3

,x i i− −= − + − −1 11 1 11
3 3 3 3

 

1 2 11 1 2 11
, ,1 , , ,1

3 3 3 3
− − −

i 4 = 1 i = i
               i 5 = i    i 2 = − 1

i 6 = − 1 i 3 = − i

n
4
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حول هذا الن�ضاط
يبني هذا الن�شاط اأفكاراً حول الأعداد المركبّة تم 

تطويرها في الن�شاط الثاني. �شيتم توجيه الطالب 
في ال�شوؤال الأول لتف�شير �شيغة اإيلر  والمبنية على 

مت�شل�شلات القوى. ي�شتخدم ال�شوؤال الثاني �شيغة اإيلر 
لإثبات نظرية ديموافر.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع - تخيّل الأعداد المركبّة في ر�شم اأرجاند •

)Argand(
	 الهتمام بالمجتمع - ا�شتخدام المعرفة ال�شابقة •

لتطوير نتائج تكون جديدة بالن�شبة اإلى الطلاب.
	 التقدير والعجاب في الروابط بين مو�ضوعات •

الريا�ضيات المختلفة- العلاقة مع علم المثلثات.
	 التخيل والقدرة وراء المعرفية- ا�شتخدام المعرفة •

في مجالت مختلفة من الريا�شيات لتطوير 
نتيجةً جديدةً.

	 فهم "الأفكار الكبيرة" وو�ضوح المفاهيم- تطوير •
نتائج مهمة ريا�شياً.

	 الدقة - ا�شتخدام دقيق لنطاق وا�شع من الرموز.•
ا�شتخدام مت�شل�شلات القوى للدوال      ،             ،         

في ال�شوؤال الأول. هذه المت�شل�شلات معطاة للطالب 
والن�شاط ل يعتمد على الخبرة ال�شابقة فيها، وب�شكل 

مماثل، تم ا�شتخدام ال�شيغة القطبية للاأعداد المركبّة: 
بالن�شبة للطلاب الغير معتادين على هذا الرمز، فاإنه ل 
زال باإمكانهم درا�شة الن�شاط ولكنهم �شيكونون بحاجة 

اإلى م�شاعدة اإ�شافية.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة.    
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x! = (x − 1)(x − 2)(x − 3) x...x 2 x 1 

6! = 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720






y =1
1 = 3x2 + 2x + 5

y = 3x2 + 2x + 5
x        
y

 

3x2 + 2x + 5 = 0
y = x2 − 2x − 8

y = x2 − 2x − 8

4

5

x!

الوحدة ال�ضابعة: الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
الن�ضاط الثالث: نظرية ديموافر
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يوفر الن�شاط الفر�شة للطلاب ل�شتك�شاف مت�شل�شلة 
القوى. يمكن التو�شع لدرا�شة مت�شل�شلات قوى اأخرى اإذا 

رغبنا في ذلك.          

z = r (cos θ + i sin θ )

ومن �شيغة اإيلر مبا�شرة نجد اأن

ولذلك                                 
          

     
 

وهذا هو المطلوب  
لحظ اأن هذا المنطق يمكن اأن ي�شتخدم اأي�شاً كطريقة 

بديلة لإظهار اأن مقيا�س حا�شل �شرب عددين مركبين 
ي�شاوي حا�شل �شرب مقيا�شيهما.    

                        

                         ولذلك

          
              تظهر مواقع القوى على م�شتوى اأرجاند اأدناه.

 
 .c 

 .b  
   

 
 .d 

 
 .e 

 
 .f 

 
 .g 

 .h 

   arg (zw) = arg (r1eiθ × r2eiφ)

    = arg (r1r2eiθ eiφ)

    = arg (r1r2eiθ+iφ)

    = arg (z) + arg (w)

.a .1

 .b

.a.2

اإجابات الأ�ضئلة

وبالتالي، 
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حول هذا الن�ضاط
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لإ�شتك�شاف طرق 

مختلفة في اإيجاد الجذور المركبة لكثيرات حدود 
وتمثيل هذه الحلول بيانياًعلى م�شتوى اآرجاند.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع- تمثيل الأعداد المركبة  على م�شتوى •

اآرجاند.
	 و�ضوح المفاهيم – تطوير العديد من النتائج •

الريا�شية.
	 التقدير والعجاب في الربط بين مجالت •  

الريا�ضيات المختلفة – الربط مع ح�شاب 
المثلثات

	 فهم "الأفكار الكبيرة" والو�ضوح المفاهيمي– •
i اأ�شا�شيات العدد المركب

	 مهارات حل معادلت كثيرات حدود من الدرجة •
الثانية بالتحليل وبا�شتخدام القانون العام. 

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع مجموعة الطلاب الموهوبين في 

مجموعات منا�شبة

اإجابات الأ�ضئلة
اأحد     اأن المقدار                     يمثل  1. من الوا�شح 
     الجذور وبالتالي فاإن المقدار )z + 1( يمثل عامل   

    م�شترك لكثيرة الحدود
     يمكننا ا�شتخدام القانون العام لحل المعادلة   

     التربيعية                               والتي جذراها هما:

.a.2

اأحد الجذور وبالتالي     a.3. يمثل المقدار                
        فاإن المقدار )z - 1( يمثل عامل م�شترك لكثيرة     

        الحدود
        ا�شتخدم الآن القانون لحل المعادلة التربيعية   

        واإيجاد الجذور الأخرى وهي:
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(1 + i)8(r, θ)(1 + i)  h
 (1 + i), (1 + i)2, (1 + i)3, ..., (1 + i)8




  z3 = –1 1


 a 2
 b

 z = reiθz = r(cos θ + isin θ)z = –1


11
12π

1


z = – 1 = 1 x (cos θ + isin θ) = eiθ

= ei(π + 2π)  
= ei(π + 4π)  
= ei(π + 6π)  
= ei(π + 8π)  
= ei(π + 2kπ)  

 e  k
1  k = 0, 1, 2, 3,4.... 

z3 = –1

znθzrzn = (rn, nθ)g
rz = rn(cos θ + isin θ)zanθrn
 r = 1zn = rn(cos nθ + isin nθ)θ

zn = (cos θ + isin θ)n = cos nθ + isin nθ


الوحدة ال�ضابعة: الإحداثيات القطبية والأعداد المركبة
الن�ضاط الرابع: الجذور المركبة للوحدة
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.b
 

      وبالتالي فاإن                           المعادلة                                                   
                                         �شوف تعطينا  المقدار                                                     

      اإذا كان 

     وهذه تمثل الجذور الثلاث المطلوبة.

 .a.4

اإعادة �شياغة المعادلة على ال�شورة  c. يمكننا 

     وبالتالي فاإن 
      اإذا كان

      وتمثل هذه الأعداد المركبة الجذور الأربعة 
      المطلوبة. 

اأن                       فاإن  5. حيث 
                                                  وبالتالي نح�شل على    

      ال�شيغة:

اإذا كان

 

 اإذا كان 

    فيما يلي حل الفرعين a و  c ، وتُحل بقية الأفرع    
    بالطريقة نف�شها
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فر�س التقويم
يوفّر هذا الن�شاط فر�س جيدة لتقييم مدى طلاقة 

الطلاب في التعامل مع النماذج الجبرية والتمثيلات 
البيانية للدوال، ومدى قدرتهم على ا�شتخدام تقنبات 

التمثيل البياني للاإ�شتك�شاف. اإن ا�شتخدام تقنيات 
التمثيل البياني للتاأكد من �شحة التمثيلات البيانية 

التي اأنتجها الطلاب على الورق  ) اأو عدم �شحتها( 
يمكّن من التقييم الذاتي ومن تقييم الزملاء وهذا 

بدوره يعزز من ا�شتقلالية الطالب.
يجب اأن يرتكز تقييم الطلاب على الو�شوح والدقة 

الريا�شية في ا�شتنتاجاتهم.  
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الوحدة الثامنة

الإح�شاء والإحتمالت
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نظرة عامّة
تهدف هذه الوحدة الى تطوير بع�س الطرق التي يمكن للطلاب تطبيقها عند تحليل البيانات وو�شع 

ال�شتنتاجات با�شتعمال الإح�شاء والحتمالت . �شوف يقوم الطلاب بح�شاب الحتمال في مواقف معقدة، 
من ثم �شوف يقومون بتحليل مجموعات من البيانات في متغير واحد وفي متغيرين با�شتعمال بع�س الطرق 

الح�شائية. بينما يجمع الن�شف الثاني من هذه الوحدة بين الحتمالت و الح�شاءات من خلال تطوير 
تطبيقات للتوزيعات الحتمالية تت�شمن نمذجة مجموعات من البيانات والتو�شل اإلى ا�شتنتاجات من خلالها. 

وفي الن�شاطين الأخيرين، �شيتم درا�شة التوزيعات الحتمالية للمتغيرات الع�شوائية المنف�شلة والمت�شلة.

الأهداف التعلمية للوحدة
	 تطوير بع�س اأ�شاليب  تحليل البيانات با�شتعمال الح�شاء والحتمالت.•
	 ا�شتعمال بع�س النماذج الحتمالية و الح�شائية المعقدة  للتو�شل الى ا�شتنتاجات حول البيانات.•

المعرفة ال�ضابقة
 يجب ان يكون الطلاب على دراية بفكرة الحتمالت ال�شا�شية. يجب عليهم اي�شا تذكر نموذج ذو الحدين من 

ال�شف الثاني ثانوي مع ا�شتعمال التباديل بطلاقة. يجب ان تكون لديهم الثقة في ح�شاب المقايي�س ال�شا�شية 
للنزعة المركزية والت�شتت. يجب ان يكون لديهم معرفة ا�شا�شية بالتوزيعات الحتمالية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتّجاهات وال�ضمات

)1،2،3،4 ال�شتق�شاء ) الأن�شطة  	•
)2 المجازفة )الن�شاط  	•

)4 3 و  الهتمام بالمجتمع ) الن�شاطان  	•

المهارات المتقدّمة
	 الربط مع واقع الحياة )الأن�شطة 1،2،3،4(•
	 النمذجة )الن�شاطان 3 و 4(•

المعرفة والفهم المتقدّمان
)1 المو�شوح المفاهيمي في ال�شتدلل الن�شبي )الن�شاط  	•

)2،3،4 التب�شر في البنية الريا�شية الأ�شا�شية ) الأن�شطة  	•

الخطّة الزمنيّة
 �شت �شاعات تقريباً. تتطلب الأن�شطة وقتاً مت�شاوياً تقريباً.

الم�ضادر
	 اآلة حا�شبة عادية مع و�شائل اح�شائية.•
	 يعد ا�شتخدام برنامج الجيوجبرا اأو اأي تقنية تمثيل بياني والجداول الإلكترونية ا�شا�شيا. •
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الوحدة الثامنة: الإح�شاء والحتمالت
الن�ضاط الأول: ح�ضاب الحتمالت 

حول هذا الن�ضاط
ي�شتمل هذا الن�شاط على ثلاثة اأن�شطة منف�شلة تعتمد 

على الحتمالت هي: العائلات ذات الثلاثة اأطفال، 
وتاريخ الميلاد، والأعداد الع�شوائيّة. وبما اأنّ هذه 

المهامّ تتطلّب ح�شابات مكثّفة فمن الأف�شل ا�شتعمال 
الجداول الإلكترونيّة لحلّها. 

عائلات لديها ثلاثة اأطفال
تعتمد المهمّة الأولى على نظريّة ذات الحدّين حول 
توزيع الذكور والإناث في العائلة التّي لديها ثلاثة 

اأطفال. ويتعيّن على الطلّاب اأن تكون لديهم قدرة على 
التعامل مع الم�شاألة وذلك بتجزئتها اإلى 8 خيارات 
ممكنة لترتيب الذكور والإناث. والهدف من ذلك هو 
ت�شجيع الطلّاب على التفكير بعناية في الفر�شيّات 

الأ�شا�شيّة التّي يحتاجونها لنمذجة الم�شاألة. اإنّ 
ا�شتعمال الجداول الإلكترونيّة يتيح للطلّاب اإمكانيّة 

نمذجة التغير في احتمال اأن يكون الطفل ولدًا اأو بنتًا 
اإلى اأيّ قيمة احتمالية غير 0.5، واإيجاد قيمة لهذا 

الحتمال تنا�شب البيانات في الأجزاء التالية.

تاريخ الميلاد
المهمّة الثانية هي �شوؤال تقليديّ في الحتمالت. 

ويكون الحلّ على الأغلب مده�شًا؛ نظرًا ل�شعوبة 
ا  ح�شابه حيث اإنّك تحتاج اإلى مجموعة من 23 �شخ�شً

فقط ليكون احتمال اأن ي�شترك اثنان )اأو اأكثر( منهم 
. وتتطلّب هذه المهمّة  1

2
في تاريخ الميلاد ي�شاوي 

اأفكارًا اأ�شا�شيّة في الحتمالت )الحوادث الم�شتقلّة 
والمتتامّة(، غير اأنّ المحتوى يتطلّب فهمًا عميقًا 

للمفاهيم التّي تت�شمنّها الم�شاألة.

الأعداد الع�ضوائيّة
من المحتمل اأن يكون الطلّاب قد تعاملوا مع م�شائل 

ذات ف�شاءات عينيّة م�شابهة للمهمّة الثالثة، ولكن 
بم�شتوى اأب�شط. لذا؛ يتعيّن عليهم اإيجاد القاعدة اأو 

النمط لي�شاعدهم على ح�شر عدد نواتج كلّ حادثة. 
ويمكن حلّ الأجزاء الأولى منها بو�شاطة الجداول 
الإلكترونيّة اإنْ توافرت. وتت�شمّن الأجزاء التالية 
تعميمات، لكنّ خيارات ICT وحدها غير كافية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 ربط الريا�شيّات بالواقع والتعبير عن المواقف •
الحياتيّة با�شتعمال الريا�شيّات.

	 القدرة على اإيجاد نماذج ريا�شيّة.•
	 و�شوح المفاهيم.•
	 ر العميق للبنية الريا�شيّة الأ�شا�شيّة.• التب�شّ

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة.
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عائلات لديها ثلاثة
قد يكوّن الطلاب جدولً مثل الجدول1 اأدناه    .a

والفر�شيّات التّي يتطلّب و�شعها هي: 
     p )b(=  p )g( = 0.5، حيث الرمز  b يعني ولد و 
الرمز  g  يعني بنت، واأنّ جن�س الطفل الجديد ل 

يعتمد على اأيّ ولدة �شابقة في العائلة.
اإذا كان p )b( = p )g( = 0.5 فاإنّ احتمال اأن   .b

يكون الأطفال الثلاثة من جن�س واحد هو 
0.25 = 0.125 + 0.125 ، اأيْ %25. اإذن، قد   

ي�شتنتج ال�شخ�س اأنّ الفر�س غير �شحيح لهذه 
ة. العيّنة الخا�شّ

اأو اأنّ العيّنة اختيرت بطريقة غير ع�شوائيّة، ممّا   
يعني اأنّ العائلات التّي لديها ثلاثة اأطفال من 

جن�س واحد ممثلّة اأكثر في العيّنة، مقارنة 
بالمجتمع كاملًا.

بالتجريب والتح�شين p )b(=  0.276  اأو 0.724 .   .c
تعطي  p)bbb or ggg( =  0.4. المعادلة   

الحقيقيّة التّي يتعيّن حلّها هي المعادلة 
التكعيبيّة:

p3 + )1−p(3 = 0.4  

م�ضاألة تاريخ الميلاد
   a و b نح�شل على الجزاأين الأوّل والثاني على 
افترا�س اأنّه ل ي�شترك اثنان في تاريخ ميلاد 

365 لمجموعة من  
365

 × 364
365

واحد، وهذا يعطي:   
 لمجموعة مكوّنة 

365
365

 × 
364
365

 × 363
�شخ�شين، و 365

من ثلاثة اأ�شخا�س. ولقد اأهملنا اإمكانيّة وجود 
�شنوات كبي�شة، وافتر�شنا اأنّ تواريخ الميلاد 

موزّعة ب�شورة مت�شاوية على ال�شنة )التّي ل تكون 
دائمًا �شحيحة في العالم كلّه(.

الإجابات موجودة في الجدول 2 اإلى اأقرب جزء    .c
من األف. لذا يتعيّن ت�شجيع الطلّاب الذين 

ي�شتعملون الجداول الإلكترونيّة، على ا�شتقراء 
معادلة يمكن بو�شاطتها اإجراء الح�شابات 

بال�شحب اإلى اآخر الجدول. فمثلًا يمكن اأن تكون 
ال�شفوف الأولى من الجدول الإلكترونيّ على غرار 

المثال المبيّن اأدناه.

الجدول 1
ثلاثة 
ل يوجد ولد واحدولداناأولد

المجموعاأولد

bbbbbgbgbgbbbgggbgggbgggالتراتيب
0.1250.1250.1250.1250.1250.1250.1250.1251.000الحتمال

مجموع 
0.1250.3750.3750.1251.000الحتمالت

الجدول 2

 عدد الأ�ضخا�س 
102030405060708090100في العيّنة.

احتمال اأن يكون اثنان 
منهم على الأقلّ لهما 
تاريخ الميلاد نف�ضه.

0.1170.4110.7060.8910.9700.9940.9991.0001.0001.000

 .1
2.اإجابات الأ�ضئلة
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 c توجد ن�شخة اأخرى من الجدول الموجود في فرع   .d
ا الجدول  تت�شمّن تف�شيلات اأكثر، وتت�شمّن اأي�شً

ا ل�شمان  اأعلاه. وتبيّن اأنّنا بحاجة اإلى 23 �شخ�شً
فر�شة اأكبر من 0.50 ليكون لثنين منهم على 

الأقلّ تاريخ الميلاد نف�شه.
ي�شمح ا�شتعمال جدول اإلكترونيّ بتغيير الأيّام في    .e
ا. الإجابة  اأثناء الح�شابات، ويُظهر الإجابة تلقائيًّ

ا؛ لأنّ عدد اأيّام �شنة  هي: 32، وهذا مده�س اأي�شً
المريخ ي�شاوي مثليْ عدد اأيام ال�شنة على الأر�س.

3. الأعداد الع�ضوائيّة
a.     اإذا كان متو�شط عددين )للاأعداد من 1 اإلى 10( 

هو 10 فعندئذٍ يجب اأن يكون كلّ من العددين 10. 
وهذا يحدث في حالة واحدة من بين الحوادث 

التّي عددها 100 = 102، فتكون الإجابة 0.01، 
 . 1

100
اأو 

يوجد مجموع واحد فقط اأكبر من 10 في العمود         
الأوّل، واثنان في العمود الثاني وثلاثة في 

الثالث، ....، 10 في العمود العا�شر. لذا؛ فاإنّ عدد 
المجاميع الأكبر من 10 هو

          55 =   10+…+3+2+1 فيكون الحتمال 
المطلوب هو:

   55
100  = 0.55   

والجدول الآتي يمثّل هذه الفروق:   

الجدول الإلكترونيّ 1

عمود

�شف

24 23 22 21 عدد الأ�ضخا�س في العيّنة

0.538 0.507 0.476 0.444 احتمال اأن يكون اثنان منهما لهما 
تاريخ الميلاد نف�ضه

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

10

10

10

10

10

10

10

10

10

         اعتمد على الجدول 10 × 10 والذي
         يكون في كلّ خليّة منه ناتج جمع العددين 
المناظرين في ال�شف الأول و العمود الأول.
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يوجد قطران من الخلايا التي تحتوي العدد 1،    
وعدد هذه الخلايا ي�شاوي 18، لذا فاحتمال اأن 

18
100

يكون الفرق 1 هو 0.18 = 

اإذا كان متو�شط عددين )للاأعداد من 1 اإلى 100(   .b
ي�شاوي 100 فاإنّ كلاًّ منهما ي�شاوي 100. وهذا 

يحدث في حالة واحدة فقط من الحالت التّي 
عددها                      ، فيكون الحتمال

1 اأو 0.0001.
10000  

اعتمد على جدول 100 × 100 يكون في كلّ خليّة   
منه ناتج جمع العددين في ال�شف والعمود 

المناظرين.
يوجد مجموع واحد فقط من المجاميع اأكبر من   

100 في العمود الأوّل هو 101=1+ 100، واثنان 
في العمود الثاني هما 101=2+ 99 

      و 102=2+ 100 وثلاثة في العمود الثالث، ...، 
و100 في العمود المئة. لذا؛ فاإنّ عدد المجاميع 

الأكبر من 100 هو: 100 + … + 3 + 2 + 1 
       وقد ابتكر العالم الألماني غاو�س الطريقة التالية 

لح�شاب هذا المجموع عندما كان طالباً في 
المدر�شة

= (1 + 100( + (2 + 99( + (3 + 98( +...+ (50 + 51(

= 50 × 101 

= 5050 
و بذلك يكون الحتمال المطلوب هو:

. 5050
10000= 0.505  

وفي جدول الفروق يوجد قطران على جانبيْ   
القطر الرئي�س في خلايا كلّ منهما العدد 1. 
يحتوي القطر الرئي�س على 100 مدخلة، لذا؛ 

يحتوي كلّ من القطرين على جانبيْ القطر الرئي�س 
على 99 مدخلة. ويكون عدد الخلايا التّي تحتوي 

على العدد واحد ي�شاوي 198 = 99 × 2
لذا؛ فاإنّ احتمال اأن يكون الفرق 1 ي�شاوي:  

198
10000= 0.0198  

بتعميم الجزء الأول من الفرعين a و b تكون    .c
 1
n2

الإجابة 
بتعميم الجزء الثاني من الفرعين a و b  يكون   

مجموع واحد فقط من المجاميع في العمود الأوّل 
اأكبر من n، واثنان في العمود الثاني، وثلاثة في 

الثالث، ...، و n في العمود رقم n. لذا؛ فاإنّ عدد 
المجاميع الأكبر من n في الجدول كلّه هو: 

  1 + 2 + 3 + … + n = n
2  (n + 1(  

ويكون الحتمال المطلوب هو:   

 
n
2 (n + 1(

n2  = n + 1
2n

 

كما هو  الحال في الجزء الثالث من الفرعين a و   
b  فاإنّ الفرق 1 الموجود في القطرين على جانبي 

القطر الرئي�س وكل منهما يحوي n−1 من 
2 (n−1( = 2n − 2  المدخلات ومجموعهما هو

2n - 2
n2        وبذلك يكون الحتمال هو 

لي�س من ال�شعب على الطلّاب ملاحظة اأنّه في    .d
الجزاأين الأول والثالث من الفرع c فاإنّ المقام 

لقيم n الكبيرة هو n2 ، واأنّ النهاية في الحالتين 
 c ت�شاوي �شفرًا . واأمّا في الجزء الثاني من فرع

فاإنّ العدد 1 الموجود في الب�شط لي�س له قيمة 
عندما تزداد قيمة n فت�شبح قيمة النهاية0.5 .

التقويم
تتيح المهمّتان الأولى والثانية للطلّاب فر�شة اختبار 

فهمهم للمبادئ الحتماليّة، واإلى اأيّ مدى يمكن 
تطبيقها في مواقف مختلفة. وهاتان المهمّتان 

ا م�شتوى ثقة الطلاب في تكنولوجيا  تختبران اأي�شً
ICT )الجداول الإلكترونيّة(، ومدى اإمكانيّة ا�شتعمالهم 

هذه الأدوات بطرق فعّالة. واأمّا المهمّة الأخيرة فتبيّن 
مدى تطوّر مهارة التخيُّل لدى الطلّاب، وتمنحهم 

فر�شةً للتعامل مع الجبر بطلاقة وثقة.

   1002 =10000
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حول هذا الن�ضاط
الهدف من هذا الن�شاط هو م�شاعدة الطلاب على فهم 

بة وكذلك عر�س فهمهم لما تقدمه  وتف�شير بيانات مُركَّ
حاً في تقرير وا�شح ومخت�شر. هذه البيانات مو�شّ

من الماأمول اأن يبداأ الطلاب بتقدير حقيقة اأن طريقة 
عر�س البيانات هي المفتاح الرئي�شي للح�شول على 

نظرة متب�شرة لما يجري. علاوةً على ذلك، فلي�س 
كافياً تقديم تحليل اإح�شائي، ولكن يجب اأن يكون 
الإح�شائي القدير اأو محلّل البيانات ذو مقدرة على 

تو�شيح نتائج تحليل البيانات على م�شتوى يتنا�شب 
مع م�شتمعيه.

يعتبر هذا الن�شاط اإ�شتك�شافي، بمعنى اأن الطلاب 
يمكنهم عمل ما يرغبونه. �شيكون مطلوباً من الطلاب 

البحث في موقع )Gapminder(، وهذا م�شروع 
غير ربحي لت�شجيع التطور العالمي المحتمل لتحقيق 
اأهداف التطور التي و�شعتها الأمم المتحدة من خلال 

زيادة ا�شتخدام وفهم الإح�شاءات والمعلومات الأخرى 
الإجتماعية والإقت�شادية  والبيئية على الم�شتويات 

المحلية والوطنية والعالمية يمكنك الإطّلاع على 
الرابط الإلكتروني:

Http://gapminder.org/aboutgapminder/  

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 الإ�ضتق�ضاء – ا�شتخدام العديد من المقايي�س •
الح�شائية للح�شول على ا�شتنتاجات.

	 الإ�ضتق�ضاء – ال�شتقلال في اتخاذ القرار عن طريق •
اإعداد موا�شيع مثيرة للاإهتمام لمناق�شتها.

	 المجازفة – القدرة على تحمل اإمكانية عدم اليقين •
من الطريقة اأو النتائج.

	 القدرة على ربط الريا�شيات بالواقع والعك�س.•
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية – القدرة •

على ا�شتخدام نطاق وا�شع من المقايي�س الح�شائية 
وا�شتخدامها في �شياق منا�شب.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
الهدف من هذا الن�شاط هو كتابة تقرير جماعي. لذلك 

يو�شى بالعمل في مجموعات �شغيرة. يجب على 
الطلاب توزيع العمل فيما بينهم حتى يكون لكل واحد 

منهم عمل محدّد يقوم به. تحديداً. الكتابة والعر�س 
والعمل من خلال �شيغ الجداول الإلكترونية هي 

مجالت منا�شبة ليبداأ بها الطلاب.
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الوحدة الثامنة: الإح�شاء والحتمالت
الن�ضاط الثاني: تحليل البيانات: الإح�ضائية لمتغير واحد اأو متغيرين 



108

اإجابات الأ�ضئلة
 �شمّم هذا الن�شاط لإعطاء الطلاب مدخل اإلى 

مجموعات غنية من البيانات وذلك للتحقق منها 
با�شتخدام مقايي�س اإح�شائية هم على معرفة 

بها. يعطي كتاب الطالب ملخ�س عن المقايي�س 
الح�شائية بمتغير واحد ومتغيرين المنا�شبة في 

هذا الم�شتوى. نن�شح وبقوة با�شتخدام الجداول 
الإلكترونية حيث اأن جميع الدوال الإح�شائية 

موجودة �شمن الجداول الإلكترونية. يعطي كتاب 
الطالب بع�س الدعم والخلفية عن ا�شتخدام الجداول 

الإلكترونية.
ب على ا�شتخدام دوال  نقترح اأن يقوم المعلم بالتدرُّ

مختلفة في هذه الجداول حيث اأن البرنامج يقوم 
لة حول ا�شتخدام جميع هذه  بتقديم م�شاعدة مف�شّ

الدوال.
�شيكون التركيز في هذا الن�شاط على ا�شتخدام موقع 
 )Trendanalyzer( حيث اأن )Gapminder(

تمثّل اأداة ر�شم لتمثيل البيانات الإح�شائية على 
�شكل ر�شوم متحركة، يعمل على تو�شيح اأنماط 

التغير في ال�شحة، والدخل وموؤ�شرات اأخرى عديدة 
حدثت في العالم خلال 100 اإلى  200 �شنة 

 Gapminder الما�شية. الرابط الإلكتروني لموقع
http://graphs.gapminder.org/ هو

      world
هناك مثال اأخر، )مع وجود تعليق باللغة 

الإنجليزية(، وهو الفيديو الموجود على 
http://gapminder.org/video/:الرابط

  /crisis-narrows-china-uk-gap
حيث ي�شرح هانز روزلينغ، اأحد مطورّي البرنامج 
الأ�شليين، كيف اأن الفجوة بين بريطانيا وال�شين 

من ناحية متو�شط العمر قد �شاقت ب�شكل كبير خلال 
ال�شنوات المائتين الما�شية. 

توفر الر�شوم البيانية فر�س ممتازة للتوا�شل مع 
البيانات وطرح اأ�شئلة بخ�شو�شها. يجب اأن ينتقل 
الطلاب بعد ذلك من الر�شوم البيانية اإلى البيانات 

الخام ) بال�شغط على زر البيانات )DATA( في 
الموقع الإلكتروني(. �شيكون باإمكانهم اإيجاد ون�شخ 
ول�شق مجموعات كبيرة من البيانات على الجداول 

الإلكترونية. يجب ت�شجيع الطلاب على اختيار 
مجموعات جزئية من البيانات )على �شبيل المثال: 

�شنتين مختلفتين، دول �شبه الجزيرة العربية مقارنةً 
مع بقية دول العالم، وهكذا(. يجب ت�شجيعهم كذلك 
على ا�شتخدام ما اأمكنهم من المقايي�س الإح�شائية، 
وب�شكل خا�س ا�شتخدام مقايي�س اإح�شائية بمتغير 

واحد اأو متغيرين.
يجب اأن تبيّن تقارير الطلاب جمل وا�شحة حول 

الموا�شيع المطروحة والقيا�شات الم�شتخدمة. كما 
يجب ت�شجيعهم على تقديم تقارير وا�شحة حول 

تحليلهم والذي يمكن دعمه بالبيانات الإح�شائية 
.Gapminder التي ا�شتخدموها من خلال الموقع

نقترح اأن يبداأ الطلاب بعمل تقارير اأولية حتى 
ي�شتطيعوا م�شاركة نتائجهم مع بقية الطلاب في 

مجموعتهم . كما ينبغي على بقية الطلاب تقديم نقد 
بنّاء حول الحجّة المقدمة والتحاليل المرافقة. يقوم 
الطلاب بعد ذلك بكتابة تقرير نهائي وب�شكل ر�شمي.

فر�س التقويم
يعتبر هذا تمرين ا�شتك�شافي ي�شمح للطلاب بتقديم 

عر�س ل�شيءً ما من خلال تحقيق مفتوح. يجب 
على الطلاب ا�شتخدام نطاق وا�شع من المقايي�س 
الإح�شائية بحيث يتم تقييمهم على العلاقة بين 

ا�شتخدام الإح�شاء وما تم ا�شتنتاجه من ذلك. يجب 
تقييمهم على مدى الدقة في الفروقات بين نتائج 

التحاليل با�شتخدام مقايي�س اإح�شائية بمتغير واحد 
اأو متغيرين.
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حول هذا الن�ضاط
�شوف يتعامل الطلاب في هذا الن�شاط مع مدى من 

تطبيقات عدة تحتوي على متغيرات ع�شوائية منف�شلة. 
�شيتم النظر في توزيع عدد الوفيات الناتجة عن 

حوادث المرور با�شتخدام نموذج 
بوي�شن)Poisson Model(. كما �شيقوم الطلاب 

باإعداد برنامج م�شابقات تلفزيوني ق�شير م�شتخدمين 
في ذلك توزيع ذات الحدين

)Binomial Distribution(  وكذلك توزيع 
للحيوانات البرية م�شتخدمين النموذج الطبيعي 

)Normal Model( وتحديد فترات الثقة كذلك. 
�شيكون التركيز في الن�شاط، على تطبيقات ذات 

م�شداقية وذات نتائج منطقية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 الإ�ضتق�ضاء – �شيتعامل الطلاب مع بيانات معقدة •
ومركبّة من واقع الحياة ثم �شي�شتخدموا اأدوات 

الإح�شاء والإحتمالت للخروج با�شتنتاج جدّي 
وموثوق به .

	 الهتمام بالمجتمع – التعامل مع موا�شيع تتعلق •
باإدارة المرور واإدارة الأمور المتعلقة بالحيوانات 

البرية.
	 الربط مع واقع الحياة – يعطي الطلاب معنى •

لبيانات من واقع الحياة من خلال م�شائل عملية.
	 النمذجة – �شيطوّر الطلاب نطاق من النماذج •

الريا�شية التي لديهم لت�شمل توزيعات احتمالية. 
	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية – تجمع •

هذه الوحدة ما بين الإح�شاء والإحتمالت 
مع اإعطاء الفر�شة للطلاب لتحليل البيانات 

با�شتخدام نماذج من الإحتمالت.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
نو�شي باأن يعمل الطلاب في مجموعات �شغيرة جداً 
اأو في مجموعات ثنائية. �شيحتاجون اإلى التمكن من 

التعامل مع م�شتوى من الريا�شيات المعقدّة والتي 
هي ملخ�شة في كتاب الطالب. لذلك، فاإن وجود دعم 

تفاعلي �شوف يوؤدي اإلى التاأكد من دقة الح�شابات 
ومن م�شداقية التحليل.
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اإجابات الأ�ضئلة
وفيات حوادث المرور

يجب ت�شجيع الطلاب على التعامل مع البيانات من 
خلال الجداول الإلكترونية. 

يبين ال�شكل اأدناه لقطة من �شفحة جداول اإلكترونية 
تم فيها معالجة بيانات عام 2010. يمكن للطلاب 

ا�شتعمال ال�شيغ المبينة في الجدول الإلكتروني اأدناه 
لعمل ن�شخة م�شابهة.

يجب ملاحظة ما يلي عند و�شع البيانات في جداول 
لعر�شها على �شكل ر�شم بياني:

يجب على الطلاب عمل جدول تكراري.  .a      
يجب تحويل البيانات اإلى تكرار ن�شبي.  .b     

هذا هو الجدول التكراري لعام 2010:

01234567891011حالت الوفاة 
115211100التكرار

0.08000.080.420.170.080.0800.0800التكرار الن�ضبي 

وفيات حوادث المرور

يمثل الجدول التالي بيانات عام 2010

تم ا�ستعمال الرمز  $   ليحافظ 
على قيمة معلمة توزيع 

بوي�سون عند تعبئة الخلايا 
تلقائياً با�ستعمال ال�سحب 

الوفيات
التكرار

التكرار الن�شبي

العدد الحقيقي للوفيات
     توزيع بوي�سون

الوفيات

ية
ئو

الم
بة 

ن�س
ال

بوي�شون
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يمكن ح�شاب التكرار الن�شبي با�شتخدام �شيغة 
موجوده في الجدول الإلكتروني )انظر اإلى المثال 

المعطى لمعرفة التفا�شيل(.
يجب مقارنة المتو�شط والتباين وذلك بعد ح�شابهما. 
حقيقة اأن المتو�شط = التباين �شروريةً ولكن لي�شت 

 Poisson( شرطاً كافياً ليكون توزيع بوي�شون�
Distribution(  نموذجاً منا�شباً. يمكن ح�شاب 

المتو�شط با�شتخدام الدوال الظاهرة في لقطة الجدول 
ال�شابقة.

يمكن ا�شتخدام الدالة التالية لح�شاب الإحتمال لقيمة 
معينة تحقق توزيع بوي�شون ولها متو�شط معيّن:

 
) لحظ اأنه يمكن ح�شاب الدالة التراكمية اإذا اأبدلت 

كلمة )FALSE(  بكلمة )TRUE( في الدالة( .
يمكن اإن�شاء ر�شم بياني بعد اإتمام عملية ح�شاب بع�س 

المقايي�س الإح�شائية لبيانات عام 2010 ويمكن 
مقارنة البيانات الحقيقية مع القيمة الحقيقية. يمكن 

الإدعاء اأن نموذج بوي�شون ينطبق ب�شكل جيد على 
بيانات العام 2010 )المتو�شط قريب من التباين 
وال�شكل مت�شابه(. لكنه لي�س منطبقاً على بيانات 

العام 2009. يمكن اأن يتفح�س الطلاب ما اإذا كانت  
بيانات العامين معاّ ت�شكل بوي�شون.

يجب اأن ياأخذ الطلبة في الإعتبار اأحوال القيادة 
لل�شيارات: يكون الم�شاء مظلماّ في ال�شتاء وتكون 

الطرقات في الغالب مبتلة. ومن ناحية اأخرى فاإن 
حركة ال�شير تكون اأكبر في ال�شيف.

قيم المتو�شط مختلفة ب�شكل كبير لذلك كانت ال�شرطة 
ناجحة. غير اأن عينة من 12 تعتبر �شغيره لذلك فاإننا 

نحتاج اإلى بيانات اأخرى حتى نكون اأكثر تاأكداّ.
اأف�شل  a. المتو�شط =9.58 ) يعتبر متو�شط العينة 

تقديراً للمعلمة  λ  من تقدير مرّبع الإنحراف 
المعياري(. لذا فاإن  

b.    يمكن تقدير ذلك با�شتخدام الجداول والتقريب  
         اإلى 9.6 اأو ا�شتخدام الدالة التراكمية في    

         الجدول الإلكتروني )لحظ اأن 4 يجب اأن 
         ت�شتخدم(.

 .c
عادةّ ما تكون مجموعات البيانات لوفيات المرور 

كبيرة ومن غير المعتاد اأن تجد مجموعة بيانات كتلك 
المعطاة حيث يكون المتو�شط �شغيراً. يمكن للطلاب 
ا�شتخدام "التقريب الطبيعي" عندما يكون المتو�شط 

كبيراّ في توزيع بوي�شون.
 يجب ت�شجيع الطلاب على تطوير تحليل اإ�شافي 

للبيانات العالمية الموجودة في الموقع  
www.gapminder.org الإلكتروني  

التوزيعات المنف�ضلة
يحتاج الطلاب اإلى تكوين التوزيع التالي:

   y   :  عدد الكرات الذهبية
   x   :  عدد النقاط

يبين ال�شكل اأدناه لقطة من �شفحة جداول اإلكترونية 
تم فيها ح�شاب المعلمات لتوزيع ذات الحدين الذي 

يمثل الم�شاألة.
يمكن للطلاب ا�شتعمال ال�شيغ المبينة في الجدول 

الإلكتروني اأدناه لعمل ن�شخة م�شابهة.

= POISSON )x, mean, FALSE(

 .1

.5

 .2

 .4
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ن�شتطيع اأن ن�شاهد من الجدول الإلكتروني ما يلي:
عدد النقاط المتوقعة هو 9.5 تقريباً.. 1  
التباين للتوزيع هو 34.2 تقريباً.. 2
تطوير قوانين مختلفة للم�شابقة متروك ب�شكل . 3

كامل لقرارات الطلاب الخا�شة. ي�شتطيع الطلاب 
عمل تعديلات على جداولهم الإلكترونية، للبحث 

في التاأثير على عدد النقاط المتوقعة وعلى 
التباين.

تعداد الحيوانات
يمكن ت�شجيع الطلاب على البحث في طرق مختلفة 

لتوزيعات تعداد الحيوانات.
يمكنهم الح�شول على م�شادر مفيدة على الرابط:  

http://adventure.howstuffworks.com/outdoor-
activities/hunting/regulations/count-deer-population.
htm

يمكن القراءة عن الم�شاكل التي واجهها العلماء الذين 
حاولوا تعداد الحيتان على الرابط:

 http://news.bbc.co.uk/1/hi/sci/tech/7474637.stm

اإذا تم الإم�شاك بع�شرين من الغزلن وتم و�شع   .1
علامة عليها فاإننا نعرف الآن عدد الغزلن التي 
عليها علامة. اإذا تم الإم�شاك بع�شرين اأخرى من 

الغزلن ع�شوائياً وتبيّن اأن 6 منها عليها علامة فاإنه 
يمكننا تقدير اأن           من التعداد الكلي عليه علامة.

                     لذلك فاإن التقدير غير المتحيز لعدد
 الغزلن هو

يعتبر هذا ح�شاباً تقريبياً ولي�س دقيقاً، ومع ذلك   .2
فاإنه يعطي فكرة تقريبية عن مدى دقة التقدير. وهذا 

مبنياً على حقيقة اأننا نقرّب قيمة p .  �شوف ن�شمي 
θ  على �شورة p  تقريبنا لقيمة

ولكن

ولذلك

لو افتر�شنا اأن X موزّعة ب�شكل طبيعي )ن�شتطيع عمل 
ذلك اإذا كانت X  كبيرة بما فيه الكفاية(، ومن ثم فاإن 

p  موزعّة طبيعياً :

 قيمة  p بفترة ثقة %90 هي:  

                                                          

وبناءاً عليه فاإن فترة ثقة %90 لقيم  p  هي:    
                                        

 عندما نح�شب عدد الغزلن الكلي فاإننا �شنق�شم 20 
على تقديرنا لقيمة p لذلك فاإن اأكبر قيمة هي:                         

واأ�شغر قيمة هي:                         

ولذلك
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يمكنك ملاحظة اأن الطريقة غير دقيقة كثيراً. يجب اأن 
ت�شاأل الطلاب عن كيفية جعلها اأكثر دقةً.

على �شبيل المثال، يمكننا زيادة عدد الغزلن التي 
نم�شك بها. 

في الحقيقة وحيث اأننا ن�شرب p  بالعدد 20 فاإن 
فترة الثقة اأو�شع وهذا تقليل من قيم حدود فترة الثقة. 
لي�س م�شتغرباً اأن التعداد يتم الآن با�شتخدام الطائرات 

المروحية!
يمكن للطلاب اأن ي�شتخدموا طريقة بديلة. اأنظر في 

الجدول واأوجد قيمة p و n=20  والتي تعطي احتمال 
تراكمي بقيمة  %5  و  %95 عند حدوث 6 نجاحات: 

هذا يعطي قيمة 
                                    و

وهذا يتوافق )تقريباً( مع النتائج التي ح�شلنا عليها 
اأعلاه وتعتبر منا�شبة واأكثر �شهولةً �شمن �شياق هذه 

الم�شاألة.

يمكن للطلاب اأخذ بع�س هذه العوامل في الإعتبار:
	 الغزلن منت�شرة ب�شكل مت�شاوي في الغابة.•
	 جميع الغزلن لها نف�س الفر�شة في اأن يتم •

الإم�شاك بها .
	 لم يمت اأي من الغزلن بين عملية الإم�شاك الأولى  •

و الثانية.
	 الغزلن ل تتجول في مجموعات عائلية �شغيرة.•

فر�س التقويم
يحتاج الطلاب للعمل بدقة؛ لذلك من المهم جداً اأن 

يتاأكد المعلم اأن المجموعات الثنائية اأو المجموعات 
ال�شغيرة تتاأكد من عملها ب�شكل تف�شيلي . نتائج 

العمل في كل جزء توفر فر�س ممتازة للطلاب لتقديم 
عرو�شهم. يمكن توزيع مجموعات مختلفة للعمل 
وتقديم تقاريرها عن النتائج لكل الأجزاء الثلاثة.

 .3
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حول هذا الن�ضاط
�شوف يتعامل الطلاب في هذا الن�شاط مع نطاق وا�شع 
من التطبيقات التي ت�شتمل متغيرات ع�شوائية مت�شلة.

�شيتم التركيز خلال الن�شاط على تطبيقات ذات 
م�شداقية وذات حلول منطقية.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
قد يظهر الطالب في هذا الن�شاط ال�شمات الآتية:

	 ال�ضتق�ضاء - �شيتعامل الطلاب مع بيانات معقدة •
ومركبّة من واقع الحياة ثم �شي�شتخدموا اأدوات 

الإح�شاء والإحتمالت للخروج با�شتنتاج جدّي 
وموثوق به .  

	 الهتمام بالمجتمع – اأخذ نظرة معتبرة في ق�شية •
الإنحبا�س الحراري.

	 الربط مع واقع الحياة –  يعطي الطلاب معنى •
لبيانات من واقع الحياة من خلال م�شائل عملية.

	 النمذجة –  �شيطوّر الطلاب نطاق من النماذج •
الريا�شية التي لديهم لت�شمل توزيعات اإحتمالية.

	 التب�ضر في البنية الريا�ضية الأ�ضا�ضية – تجمع •
هذه الوحدة ما بين الإح�شاء والإحتمالت 

مع اإعطاء الفر�شة للطلاب لتحليل البيانات 
با�شتخدام نماذج من الإحتمالت.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
نو�شي باأن يعمل الطلاب في مجموعات �شغيرة اأو 
في مجموعات ثنائية حيث �شيحتاجون اإلى التمكن 

من التعامل مع م�شتوى من الريا�شيات المعقدّة والتي 
هي ملخ�شة في كتاب الطالب. لذلك، فاإن وجود دعم 

تفاعلي �شوف يوؤدي اإلى التاأكد من دقة الح�شابات 
وم�شداقية التحليل.
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يحتاج الطلاب اإلى زيارة الموقع 
 http://www.censusatschool.org.uk/

) التعداد في المدار�س( حيث يحتوي هذا الموقع على 
نطاق وا�شع من البيانات ال�شخ�شية التي جمعت من 

طلاب في المملكة المتحدة، من انجلترا وويلز.               
لو كان بالإمكان الح�شول على بيانات م�شابهة 

من ال�شعودية، اأو تحديداً من المجتمع المدر�شي في 
ال�شعودية فاإن ذلك �شيكون مثيراً للمقارنة وينبغي 
ت�شجيع الطلاب على الح�شول على بيانات محلية.
يجب عمل هذا الن�شاط على جدول اإلكتروني. يبيّن 

ال�شكل اأدناه لقطة من جدول اإلكتروني مف�شل يُبيّن 
كيف يمكن اأن يقوم الطلاب بهذا العمل. اإمَا اأن يختبر 
المدر�س الجدول الإلكتروني ويوفرّ الدعم للطلاب كي 

يقوموا بعمل جدولهم الخا�س، اأو اأن يتناق�س المدر�س 
والطلاب معاً حول نموذج الجدول الإلكتروني.     

يجب فح�س �شكل التوزيعات. نقترح اأن يركّز طلاب 
مختلفون اأو مجموعات مختلفة على متغيرات 

مختلفة ومن ثم يقوموا بعمل تمثيل بياني للتوزيع. 
يقوم الطلاب بعد ذلك بتمثيل الدالة الطبيعية 

المرافقة بيانياً والتي لها نف�س المتو�شط والتباين 
ثم مقارنتهما. يمكن ح�شاب التكرار النظري الناتج 

من الدالة الطبيعية ب�شرب الإحتمال الطبيعي بالعدد 
الكلي للعينة. )انظر اإلى الجدول الإلكتروني للح�شول 

على مزيد من التفا�شيل(.

يعني الفرق في الإجابة اأنه اإما اأن يكون المتو�شط 
لأحد التوزيعين )اأو العينة( اأكبر من الآخر اأو انه اإذا 

كان المتو�شطين مت�شاويين فاإن هذا يعني اأن اأحدهما 
موزّع ب�شكل اأو�شع من الآخر.

قم بقيا�س الإرتفاعات واح�شب المتو�شط والتباين 
للعينة. لو افتر�شنا اأن التوزيع الأ�شلي طبيعياً، فاإنه 

يمكننا ا�شتخدام قيم المتو�شط للعينة والتقدير غير 
المنحاز للاإنحراف المعياري وذلك لح�شاب فترة 

الثقة. 

 .1

 .2

 .3

 .4

اإجابات الأ�ضئلة

الحد الأعلى

D9-C9= نوجد من هذه ال�ضيغة احتمال اأن يقع طول 
الطالب �ضمن فقرة محددة، وذلك با�ضتعمال الحتمالت 

التراكمية.

اأطوال الطلاب

 نوجد من خلال هذه ال�ضيغة ناتج �ضرب الحتمال في مجموع
 التكرارات  )حجم العينة(. وهذا يمكننا من مقارنة التكرار النظري

.بالتكرار الموجود في العينة

=G10*$Q$ 

الطول 
التكرار 

التوزيع الطبيعي

التوزيع الطبيعي
التكرار

الحتمال
التكرار النظري 

يُبين الجدول التالي كيفية ح�ضاب التكرار النظري للعينة
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ينبغي اأن يقوم المعلم باإعداد ن�شخة من الجدول 
الإلكتروني قبل الدر�س م�شتخدماً ال�شيغة الظاهرة 

في �شورة الجدول الإلكتروني المعطاة في ال�شفحة 
التالية.

ي�شتطيع الطلاب الح�شول على البيانات الخام من 
الرابط التالي :

http://www.metoffice.gov.uk/hadobs/hadcet/
ssn_HadCET_mean.txt 

يجب ت�شجيعهم على عمل الجدول الخا�س بهم. 
يمكنك اإيجاد المتو�شط والتباين لكل عينة من عام 
1980 م با�شتخدام �شيغ الجدول  اإلى  1660 م 

الإلكتروني كما هو مبين في ال�شكل المعطى. تم 
ح�شاب متو�شط درجات الحرارة في ف�شل ال�شتاء. يجب 

ت�شجيع الطلاب على اإعداد الجدول الخا�س بهم لعمل 
ذلك.

يجب ا�شتخدام تقدير غير متحيز ولكنه لن يحدث 
فارقاً لعينة بهذا الحجم. )هذه هي ال�شيغة 

STDEVA في الجدول الإلكتروني(.

يمكنك اعتبار اأن التوزيع طبيعياً با�شتخدام نظرية 
  )Central Limit Theorem( الحد المركزي

بحيث اأن المتو�شط ي�شاوي متو�شط العينة والنحراف 
المعياري هو

لذلك يمكن �شياغة توزيع العينة على النحو التالي:

 .1

a.الحتبا�س الحراري  .2
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يُظهر الجدول اأدناه النتائج لف�شل ال�شتاء ويجب العمل 
ب�شورة م�شابهة على بقية الف�شول.

تم الح�شاب في الجدول الإلكتروني با�شتخدام الدالة 
التراكمية للتوزيع الطبيعي اأن فر�شة العينة باأن تكون 

بهذا الدفء اأو اأكثر دفاأً في ال�شتاء هي %0.3. )تم 
.)NORMDIST ا�شتخدام ال�شيغة

من غير المرجح اأننا يجب اأن نفتر�س حدوث 
الإحتبا�س الحراري. يجب اختبار الف�شول الأخرى 

كذلك والخروج با�شتنتاجات حول ما اإذا كانت ف�شول 
ال�شتاء تزداد دفاأً مقارنةً مع ف�شول ال�شيف وهكذا. 

 

 .b 

 .c 
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الوحدة التا�ضعة

النهايات والإ�شتقاق
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نظرة عامّة
تقدم هذه الوحدة الفر�شة للطلبة للتعمق في ا�شتخدام الإ�شتقاق وا�شتك�شاف بع�س التطبيقات المرتبطة به مثل 

اإيجاد حلول م�شائل القيم الق�شوى. �شيكون هناك فر�شة لدرا�شة خ�شائ�س الدالة الأ�شية ex  من خلال درا�شة 
الإ�شتقاق.

الأهداف التعلميّة للوحدة
	 تطوير فهم عميق لخ�شائ�س الدوال الأ�شيّة والمثلثيّة.•
	 تقدير اأهمية ال�شتقاق في حل م�شائل تطبيقية على القيم الق�شوى.•

المعرفة ال�ضابقة
يجب اأن يكون لدى الطلاب فهم جيد لبع�س الأ�شا�شيات في النمذجة الريا�شية بما في ذلك المقدرة على �شياغة 

الم�شاألة جبرياً.
كما يجب اأن يكون لدى الطلاب المقدرة على اإيجاد الم�شتقة لكثيرات الحدود وفهم اأهمية النقاط الحرجة 

وارتباطها ب�شلوك النظام الذي تم نمذجته. اإن معرفة الطلبة با�شتخدام تقنيات التمثيل البياني مثل جيوجبرا 
�شوف يكون مفيداً لهم مع وجود بع�س الر�شادات المعطاة في هذه الوحدة.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتجاهات وال�ضمات

)4  ،3  ،2 الإبداع )الأن�شطة  	•
المجازفة )الن�شاط1( 	•

)4 ال�شتق�شاء )الن�شاط  	•
اأو م�شتقة منها     اأفكار موجودة  اأفكار جديدة مبنية على  اإنتاج  – المقدرة على  الهتمام بالمجتمع  	•

     )الن�شاطان 2، 3(

المهارات المتقدّمة
	 الإ�شتدلل – المقدرة على اتباع نهج جديد عن طريق عمل محاولت ن�شطة في الربط مع المعرفة الموجودة اأو •

تحديد المفاهيم الأ�شا�شية وبالتالي تحديد طريقة منا�شبة للتفكير في الحل )الن�شاطان 3 ، 4(
	 الدقة )الن�شاط 4(•

المعرفة و الفهم المتقدمان 
)4  ،  1 فهم البرهان )الن�شاطان  	•

)4  ،2 التقدير والإعجاب في الربط بين مجالت الريا�شيات المختلفة. )الن�شاطان  	•
)4  ،2 التب�شر في البنية الريا�شية الأ�شا�شية )الن�شاطان  	•
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الخطّة الزمنيّة
 �شت �شاعات تقريباً. تتطلب الأن�شطة وقتاً مت�شاوياً تقريباً.

التكنولوجيا
يتطلب الن�شاط الثاني ا�شتخدام احد تقنيات التمثيل البياني مثل برنامج جيو جبرا حيث اأن ا�شتخدام هذه البرامج 

�شي�شهل العمل على الن�شاطين الثالث والرابع.
قد تحتاج كذلك في الن�شاطان الثالث والرابع اإلى ا�شتخدام الجداول الإلكترونية.
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حول هذا الن�ضاط
�شوف يقوم الطلبة في هذا الن�شاط بدرا�شة �شلوك 

دالتين لهما خا�شية اأن م�شتقة كل منهما هي نف�س 
الدالة، والدوال هي: 

	 •f(x) = 0  الدالة ال�شفرية  
	 •f(x) = ex   الدالة الأ�شية  

�شيتم اأول درا�شة خ�شائ�س الدالة ال�شفرية وبعد ذلك 
الدالة الأ�شية.

�شوف يتم درا�شة الدالة الأ�شية على �شكل مت�شل�شلة 
وربطها بالخ�شائ�س التي قمت بدرا�شتها.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 المجازفة – المقدرة على تمييز القوانين •

وا�شتخدامها لإن�شاء �شيغ جديدة ومحققة
	 فهم البرهان – المقدرة على النتقال من •

المح�شو�س اإلى المجرّد ب�شرعة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن العمل في مجموعات �شغيرة.

اجابات الأ�ضئلة
من 1 اإلى 4.

تاأكد من فهم الطلبة لحقيقة اأن قيم الدالة تكون دائماً 
�شفر لجميع قيم  x  واأن التمثيل البياني هو جزء من 

الم�شتقيم y = 0   )المحور x( لجميع القيم داخل 
الفترة

يمكن ا�شتخدام حقيقة اأن التمثيل البياني اأفقي وهذا 
يعني اأن قيمة الم�شتقة هي �شفر لجميع قيم x، مما 

ي�شاعد على اإكمال الجدول التالي:

94

x-4-3-2-101234

f (x)




 
  •

   •




f (x) = 0

f (x) = 01

−4 ≤ x ≤ 42 
3 

   x = −2  .a
     x = 3  .b

ex
cos xsin x



      الوحدة التا�شعة: النهايات وال�شتقاق 
الن�ضاط الأول: الدوال التي هي نف�س م�ضتقتها 

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

 f (x) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

f1 (x) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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التمثيل البياني يوؤكد النتيجة وذلك لأن م�شاحة 
المنطقة المح�شورة بين المنحنى والمحور x والخطين 
العموديين x = a  و x = b   ت�شاوي �شفر لجميع قيم 

.b a و 
لقد ا�شتك�شفنا من قبل الحالة التي تكون فيها الم�شتقة 
م�شاوية لل�شفر لجميع القيم الممكنة. نحتاج الآن اإلى 
اثبات اأنه ل يوجد اأي دالة ت�شاوي م�شتقتها ويمكن اأن 

تتغير اإ�شارة قيمتها من موجب اإلى �شالب اأو العك�س.
يمكننا تبرير هذه العبارة على النحو التالي: 

	 لنفر�س وجود قيمة موجبة للدالة عند عدد معين.•  
	 من خلال التعريف نجد اأن قيمة الميل موجبة عند •  

هذه القيمة.
	 ويترتب على ذلك اأنه عند اختيار نقطة اخرى •  

قريبة من النقطة الأولى وواقعة على يمينها فاإن 
قيمة الدالة �شتكون اأكبر عند النقطة الثانية.

	 وبالتالي فاإذا كانت قيمة الدالة موجبة عند اأي •  
نقطة فاإنها تكون موجبة لأي عدد واقع على 

يمين تلك النقطة، وهذا يعني اأن منحنى الدالة لن 
يتقاطع مع المحور x من الأعلى.

وبا�شتخدام حجة مماثلة لتلك يمكننا اإثبات اأن منحنى 
الدالة لن يتقاطع كذلك مع المحور x من الأ�شفل.

يمكننا اعتبار ثلاث حالت وهي:
.x لجميع قيم                                
.x لجميع قيم                                
.x لجميع قيم                                

التمثيل البياني لهذه الحالت الثلاث يمكن تمثيله 
بال�شكل التالي:

في التمثيل البياني نجد اأن الم�شتقيم الواقع في 
المنت�شف يمثل الحالة f(x)= 0  بينما المنحنيان 

الواقعان فوق وتحت الم�شتقيم يمثلان الحالتين 
الموجبة وال�شالبة.

8. يمثل الجدول التالي جميع النتائج:

a. باجراء ال�شرب التالي نح�شل على ما يلي:   .9

نقوم الآن بجمع حدود المت�شل�شلة كما يلي:
 + A الحد 2 للمت�شل�شلة( + ) A الحد 1 للمت�شل�شلة(

الحد 1 للمت�شل�شلة B( + )الحد 3 للمت�شل�شلة A +الحد 
........  + ) C 1 للمت�شل�شلة  B + الحد  2 للمت�شل�شلة 

وهذا ي�شاوي المقدار 

n123456
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 المت�شل�شلة متقاربة اإلى القيمة ال�شحيحة ... 7.389 
وتكون �شحيحة اإلىمنزلة ع�شرية واحدة بعد ايجاد 

حا�شل الجمع لأول 6 حدود من المت�شل�شلة.
قيم المقدار ex مقربة اإلى ثلاث منازل ع�شرية )وعدد 

حدود المت�شل�شلة المطلوبة لكي تكون المت�شل�شلة 
متقاربة لهذه القيمة( هي كالتالي:

يتم عمل الن�شخة نف�شها من المت�شل�شلة عند ا�شتقاقها.
يحتاج الطلبة في الإختبار الأول اإلى الرجوع اإلى 

النتيجة ال�شابقة )ال�شوؤال 11(،
اأما في الإختبار الثاني فيكون البرهان كالتالي: 

جدول القيم والتمثيل البياني المطلوب مُعطى كما 
يلي:

.y  = − ex 14. الدالة المطلوبة هي

فر�س التقويم
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة لمراجعة فهمهم 

لبع�س اأ�شا�شيات الإ�شتقاق ومعكو�س الم�شتقة للدوال. 
هناك مجال جيد لمناق�شة هذه الأ�شئلة وعلى الأخ�س 

ال�شوؤالن 6 و 7.

∫
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حول هذا الن�ضاط
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة ل�شتك�شاف المزيد 

من الأفكار المرتبطة بالإ�شتقاق ومنها دالة الميل.
ي�شتخدم الطلاب في هذا الن�شاط برنامج جيو جبرا 

لح�شاب وتمثيل قيم الميل لدالة من خلال قيم المقدار 
x وبعد ذلك يتم تحديد دالة الميل المطلوبة والتاأكد 

من اإجاباتهم عن طريق تمثيل دوال الميل بيانياً على 
وجه التحديد.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – المقدرة على تمثيل الم�شكلة ت�شنيفها •

وربطها ب�شكل اأعمق من خلال الربط مع المعرفة 
الم�شبقة لديهم.

	 الهتمام بالمجتمع – المقدرة على اإن�شاء اأفكار •
جديدة من خلال العتماد على اأفكار موجودة اأو 

م�شتقة منها.
	 فهم البرهان – المقدرة على الإنتقال ب�شرعة من •

الملمو�س اإلى المجرّد.
	 التقدير والإعجاب في الروابط – ا�شتخدام الربط •

بين الخبرات الما�شية للعمل على ان�شاء تعميمات 
محتملة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يحتاج الطلاب اإلى ا�شتخدام الحا�شب واأحد برامج 

التمثيل البياني مثل برنامج جيو جبرا. يف�شل العمل 
على هذا الن�شاط من خلال مجموعات ثنائية تت�شارك 

العمل على حا�شوب واحد.

اجابات الأ�ضئلة
1.   يجب على الطلاب ملاحظة ما يلي:

	 يجب اإدخال المعادلة على ال�شكل                      . •  
وهذا �شيعطي الفر�شة لتعديل الدالة فيما بعد مع 

المحافظة على بقية التركيبات ، وبب�شاطة فاإن 
اإدخال المعادلة                     لن ي�شمح بذلك.

	 قد يحتاج الطلاب اإلى �شبط اإعدادات محرك •  
النزلق )وعلى الأخ�س المدى، ومقدار التزايد 

و�شرعة الر�شم( للتاأكد من جودة العر�س.
	 اأ�شرع طريقة لي�شاح تتبع المو�شع هي بتحريك •  

ال�شورة با�شتخدام قائمة عر�س تحريك الر�شم 
.)Move Graphic View(

97






   f (x) = x2 
x





1

OptionsGraphicViewa 
Grid

 f (x) = x^2b 
tSliderc 

 P = (t, f (t)) d 
pTangent Toole 

Slopef 
mxD = (t, m)g 
DTrace



      الوحدة التا�شعة: النهايات وال�شتقاق 
الن�ضاط الثاني: ا�ضتك�ضاف الميل
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a.  النقاط المراد تتبعها تقع على الم�شتقيم الذي   
.y=2x معادلته       

y=2x في منطقة الإدخال    اإدخال المعادلة  اإن   .b
       �شوف يوؤكد معادلة دالة الميل.

a. تاأكد من معرفة الطلبة بكيفية حذف جميع النقاط    
      التي تم تتبعها )انظر ال�شوؤال1( وفي هذه الحالة     

      فاإن النقاط المراد تتبعها لن تتغير.
. y=2x b.  دالة الميل �شوف تبقى كذلك 

y = 3x2   .b يجب اأن يكون للطلبة المقدرة على 
تحديد دالة الميل من خلال تتبع النقاط وان�شاء 

التمثيل البياني المقابل لتلك النقاط.
دوال الميل هي كالتالي:

 y =3   .a
 y =4  .b

 y =x+5   .c
y = ex   .d   تاأكد من اإدخال الطلاب لل�شيغة

           y =           .e
 y =               

 دوال الميل المطلوبة هي كالتالي:
 .y = cos x   .a
.y = − sin x  .b
y = sec2 x  .c

تعتبر اأول دالتين وا�شحتين ب�شكل مقبول ولكن يحتاج 
الطلاب اإلى الم�شاعدة في تحديد التمثيل البياني للدالة 

.y = sec2 x

فر�س التقويم
قد يكون لدى الطلبة المعرفة بم�شتقة معظم الدوال 

المطلوب درا�شتها في هذا الن�شاط، ومع ذلك فاإن 
الطبيعة الإ�شتك�شافية التي بني عليها هذا الن�شاط 
�شوف تخلق العديد من الفر�س للتحقق من فهمهم 
.x اأن الم�شتقة تعطي قيمة الميل لمجموعة من قيم

.2

 .f

.4

  .5

  .6

   .3

−1
2

1

−1
2

1
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حول هذا الن�ضاط
يقوم الطلبة في هذا الن�شاط بمحاولة حل م�شاألة 

تتعلق باإيجاد اأق�شى حجم ممكن ل�شندوق مفتوح من 
الأعلى تم تكوينه با�شتخدام ورقة مربعة ال�شكل. �شيتم 

تقديم ار�شادات للعمل على هذه الم�شاألة با�شتخدام 
جداول الكترونية للح�شول على قيمة تقريبية للحل 

ومن ثم يتم ايجاد الحل الدقيق با�شتخدام الإ�شتقاق. 
ولمزيد من التحدي يتم التو�شع في هذه الم�شاألة من 
خلال العمل ب�شكل م�شتقل على حل م�شائل م�شابهة 

لذلك.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 فهم البرهان – المقدرة على الإنتقال ب�شرعة من •

المح�شو�س اإلى المجرد.
	 التب�ضر في البنية الأ�ضا�ضية وفي م�ضائل متعددة •

الخطوات – يمكن تق�شيم المهمة اإلى عدة اأجزاء 
وتحديد اأن�شب طريقة لحل كل جزء ومن ثمّ 

تطبيقها.
	 ال�ضتدلل - المقدرة على اتباع نهج جديد من •

خبرات التعلم عن طريق محاولة الربط مع 
المعرفة اأو المفاهيم القائمتين وبالتالي تحديد 

و�شيلة منا�شبة للتفكير في العمل 
	 الدقة – المقدرة على العمل بفعالية من خلال •

قوانين محددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة. �شوف ي�شتفيد الطلاب من العمل في 
مجموعات ثنائية اأو في مجموعات �شغيرة في 

م�شاركة ومقارنة الحلول التي تو�شلوا اإليها.
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f (x) = sin x   
f (x) = cos x   
f (x) = tan x   
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.b  
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      الوحدة التا�شعة: النهايات وال�شتقاق 
الن�ضاط الثالث: القيم العظمى وال�ضغرى 
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القيمة ال�شحيحة هي cm         . يجب اأن يكون لدى 
الطلاب المقدرة على تحديد هذه القيمة من خلال 

x ا�شتخدام تزايدات �شغيرة لقيمة

وبالتالي فاإن قيمة      هي         اأو

القيمة الأولى �شتعطينا اأكبر حجم ممكن لل�شندوق، 
بينما القيمة الثانية �شتعطينا اأقل حجم ممكن وهو 

�شفر.  يمكن للطلبة تبرير ذلك بعدة طرق وت�شتمل على 
ما يلي:

	 رف�س x = 50  والتي تعطينا حجم مقداره �شفر •
في هذه الحالة.

	 الإ�شارة اإلى �شكل المنحنى والمعطى في ال�شكل •
ال�شابق والقيمة التقريبية ال�شابقة للحل.

	 اإيجاد الم�شتقة الثانية لمعادلة الحجم.•

 .1
 .2

 .3

 .4

 .5

 .6

ال�شكل التالي يو�شح �شكل مب�شط لجدول 
الكتروني يمكن اأن ين�شئه الطلاب با�شتعمال 
المعادلة التي اأوجدوها في ال�شوؤال 1 ومدى 

قيم x التي اأوجدوها في ال�شوؤال 2   .

اجابات الأ�ضئلة
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يجب اأن تعطي كلًا من الطريقتين الحل نف�شه مع 
الأخذ في الإعتبار اأن الحل المتح�شل عليه من طريقة 

الجداول الإلكترونية قد يكون تقريبياً.
اإذا كان طول اأحد الجوانب هو x فاإن قيمة الم�شاحة 

هي :  
با�شتخدام الإ�شتقاق نح�شل على ما يلي: 

x = 25 وهذا يعطينا الحل                                          
 ،x اإذا كان طول الجانبين العمودين على الجدار هو

A = x )100 − 2x( :فاإن الم�شاحة هي
با�شتخدام الإ�شتقاق نح�شل على:                           

                           x = 25  وهذا يعطينا الحل
AP=DP و       اأن  a.  من خلال التناظر نجد 

    P وبالتالي ن�شتطيع اإيجاد موقع BP=CP      
.DP+CP والذي يعطينا اأقل طول للمقدار       

،DP+CP =       و  SP= x   لنفر�س اأن        
 

      لنفر�س الن اأن                    وب�شرب طرفي   
       المعادلة بالمقامين فاإننا �شوف نح�شل على الحل

.x = 5       
    BP وكذلك DP ل يمكن اأن ي�شاوي AP اأن  b.  بما 
      ل ي�شاوي CP، �شوف نحتاج الى ال�شيغة الجديدة    

       التالية لمجموع الطول:

 

فر�س التقويم
يُعطي هذا الن�شاط الفر�شة لختبار مدى ثقة الطلاب 

في اإن�شاء �شيغ جبرية تمثل نماذج لحالت معينة 
وكذلك في المقدرة على اإعادة ال�شياغة وا�شتخدام 

طرق الإ�شتقاق ليجاد القيم العظمى وال�شغرى.

 .7

 .8

 .9

 .10

 A = x (50 − x)

= 50 − 2x = 0

=100 − 4x = 0

= 2 + 52 + (10− )2 + 52

⇒ =
2 + 25

+
− 10

(10− )2 + 25

= 2 + 52 + (10− )2 + 52

⇒ =
2 + 25

+
− 10

(10− )2 + 25
L

 = 0

وباإ�شتقاق المعادلة فاإننا �شوف نح�شل على نف�س 
النتيجة ال�شابقة. اأقل طول يمكن الح�شول عليه هو 
عندما تكون P واقعة في منت�شف الم�شافة للطول 

.ST
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حول هذا الن�ضاط
يعطي هذا الن�شاط الفر�شة للطلبة للعمل على م�شاألتين 

اأُخريين تتعلقان باإيجاد القيم الق�شوى وت�شتملان 
كذلك على ا�شتخدام المثلثات في الحل. قد يكون 

هناك بع�س الحاجة اإلى تدخل المعلم للم�شاعدة على 
العمل على هذه المهام كما ينبغي ت�شجيع الطلبة على 

الإ�شتفادة من خبراتهم ال�شابقة والم�شادر المتاحة 
لهم بما في ذلك:

	 مقيا�س للر�شم ومعرفتهم بعلم المثلثات•
	 ا�شتخدام تكنولوجيا المعلومات )مثل برنامج •

اإك�شل اأو جيوجبرا(
	 النمذجة الجبرية وح�شاب التفا�شل والتكامل.•

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 الإبداع – المقدرة على تمثيل الم�شكلة وت�شنيفها •

وربطها ب�شكل اأعمق مع المعرفة الم�شبقة لديهم.
	 الإ�ضتق�ضاء - المقدرة على التخلي عن فكرة واحدة •

من اأجل اأخرى اأف�شل منها اأو لإيجاد حلول 
متعددة

	 التب�ضر في البنية الأ�ضا�ضية وفي م�ضائل متعددة •
الخطوات – يمكن تق�شيم المهمة اإلى عدة اأجزاء 

وتحديد اأن�شب طريقة لحل كل جزء ومن ثمّ 
تطبيقها.

	 الدقة – المقدرة على العمل بفعالية من خلال •
قوانين محددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات 

منا�شبة. اإن العمل من خلال مجموعات ثنائية اأو 
مجموعات �شغيرة �شوف يكون ذو فائدة كبيرة عند 

ا�شتخدام الطلاب لطرق مختلفة لحل الم�شائل.

اجابات الأ�ضئلة
a. يمكن �شياغة زاوية الهدف على ال�شكل التالي  

                                   وبالتالي فاإن 

b.  قيم زوايا الهدف هي كالتالي:
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      الوحدة التا�شعة: النهايات وال�شتقاق 
الن�ضاط الرابع: مع�ضلة الرماة
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اأف�شل طريقة لإ�شابة الهدف هي عندما تكون 
زاوية الهدف اأكبر ما يمكن ويكون ذلك عند الموقع 
A. وب�شكل عام فاإن مقدار زاوية الهدف من نقطة 

على الطريق تبعد x عن النقطة A ي�شاوي
2tan−1 (        )

يمكننا الح�شول على اأكبر زاوية هدف عندما يكون 
المقدار                      والموجود في المقام اأقل ما 

يمكن. وبالتالي فاإن اأكبر زاوية هدف  تكون عندما 
.x=0

اإن تبديل الهدف ليكون على �شكل م�شطح �شوف 
يعطينا م�شاألة جديدة يطلق عليها م�شاألة 

Regiomontanus Problem  وهي 
الترجمة اللاتينية لإ�شم عالم ريا�شيات األماني 
قام بدرا�شتها ب�شكل مف�شل. على الرغم من اأن 
الطلاب �شوف تكون لديهم المقدرة على العثور 
على العديد من  الدرا�شات المف�شلة من خلال 

البحث في الإنترنت، اإل اأنه ينبغي عليهم المحاولة 
في اإيجاد الحلول لهذه الم�شائل )ربما با�شتخدام 

عدد من الطرق المختلفة( قبل طلب الم�شاعدة. 

طرق للحل با�ضتخدام التمثيلات البيانية 
والجداول الإلكترونية    

  يمكن حل الم�شاألة ب�شكل فعال با�شتخدام  اأحد 
الطرق التالية:

في برنامج جيوجبرا يمكن للطلبة ان�شاء نموذج 
كما هو مو�شح اأدناه وتحريك النقطة التي تمثل 

موقع زاوية الهدف مع ملاحظة الأثر على الزاوية 
.α

في الن�شخة المو�شحة اأدناه نلاحظ اأن محرك 
النزلق يتحكم بموقع نقطة العر�س ويمكننا تتبع 

النقطة لمعرفة قيمة الزاوية لأي موقع اأفقي.

1
2

5√2

0.5
5√2 2

0.5
5

0.5
5√5

 
0.5

5√10

0.5
√ 2+25

√ 2 + 25

 .2

 .c1
2

5√2

0.5
5√2 2

0.5
5

0.5
5√5

 
0.5

5√10

0.5
√ 2+25

√ 2 + 25
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وعلى الجانب الآخر، فاإن اإعداد الم�شاألة كنموذج 
با�شتخدام جدول اإلكتروني يتطلب من الطلاب القيام 

بعمل اأكثر من ذلك بقليل في ان�شاء النمذجة للحالة.
المثال التالي اأدناه يح�شب مقدار الزاوية بين اأعلى 

واأ�شفل الهدف لمواقع مختلفة، ومن ثم يتم ايجاد 
زاوية العر�س با�شتخدام الطرح.

ينبغي على المعلمين اإعداد هذه الملفات م�شبقاً وتزويد 
الطلاب بها مع الحر�س على اأن يقوم الطلاب قبل ذلك 
با�شتنفاد جميع المحاولت الممكنة من تلقاء اأنف�شهم 

اأولً.
النهج الجبري وح�ضاب التفا�ضل والتكامل:

يوجد العديد من الطرق لإيجاد الحل الجبري ويمكننا 
تلخي�س احد هذه الطرق.

لنفر�س اأن α و β تمثلان مقدار الزاويتين بين حافة 
الطريق وكل من الم�شتقيمين النا�شئين من نقطة الروؤيا 

وحافتي الهدف على الترتيب كما هو مو�شح في 
ال�شكل المجاور.

 

نعلم ان قيمة المقدارين α و β هي كما يلي: 
                                  و

 حيث x تمثل الم�شافة الأفقية بين الهدف ونقطة 
الروؤيا. نحتاج اإلى اإيجاد اأكبر قيا�س ممكن للزاوية

β – α. هناك خطوة مهمة هنا يجب ملاحظتها وهي 
اأنه يمكننا الح�شول القيمة العظمى لقيا�س الزاوية 

عندما يكون المقدار )tan )β – α اأكبر ما يمكن.
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يمكننا كتابة المقدار على ال�شكل التالي:
 

يمكننا ملاحظة اأن القيمة العظمى للمقدار                       

تكون مكافئة للقيمة ال�شغرى لمعكو�س المقدار
ويمكننا ا�شتخدام الإ�شتقاق للح�شول على اأكبر قيمة.
يمكننا الح�شول على اأقل قيمة با�شتخدام الإ�شتقاق:

وبحل هذه المعادلة نح�شل على  

وبالتالي فاإن الم�شافة الأفقية المطلوبة هي الجذر 
التربيعي لحا�شل �شرب اأقرب م�شافة واأبعد نقطة 

للهدف وهي تمثل المتو�شط الهند�شي لهاتين 
الم�شافتين.

فر�س التقويم
يمثل اأداء الطلاب في هذا الن�شاط موؤ�شراً جيداً على 

مدى قدرتهم على ا�شتخدام مجموعة من الأدوات 
والطرق الريا�شية لحل الم�شائل.

�شوف يتم اإكت�شاب اأق�شى نوعية اأداء في هذا الن�شاط 
في حال تم اعطاء الطلبة الفر�شة  للعمل ب�شكل 

م�شتقل.
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الوحدة العا�ضرة

حل م�شائل متقدمة 
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نظرة عامّة
تحتوي هذه الوحده على مختارات من التحديات الريا�شية والتي �شيقوم الطلاب با�شتك�شافها. تغطي الأن�شطه 
المختاره نطاق وا�شع من الموا�شيع التي ت�شتمل على الأعداد والح�شاب، الهند�شة، والتمثيلات البيانيه لأنظمة 

ريا�شية

الأهداف التعلميّة للوحدة
معالجة نطاق وا�شع من الم�شائل الريا�شية ذات محتوى ماألوف وغير ماألوف.

المعرفة ال�ضابقة
 �شوف تكون المعرفة ال�شابقة وا�شحة من خلال الأن�شطة الفردية، باخت�شار:

يحتاج الن�شاط الأول الى القليل من التح�شير المتخ�ش�س عدا عن وجود الثقة في القدرة من اإن�شاء بناء هند�شي 
وكذلك على القدرة على المناورة الجبرية.

يحتاج الن�شاط الثاني اإلى معرفة قوية بالتقنيات اللازمة للتحولت في ر�شوم الدوال.
يحتاج الن�شاط الثالث  اإلى طلاقة ح�شابية اإ�شافية اإلى معرفة بالمتقاربات.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
القيم والتجاهات وال�ضمات

المجازفة  ) الن�شاطان الثاني والثالث( 	•
اأو عن طريق الإبتعاد عنها   اأفكار موجودة  اأفكار جديده مبنية على  اإنتاج  – المقدرة على  الهتمام بالمجتمع  	•

      ) الن�شاطان الثاني والثالث (

المهارات المتقدّمة
	 الإ�شتدلل – المقدرة على اتباع نهج جديد عن طريق عمل محاولت ن�شطة في الربط مع المعرفة الموجودة اأو •

تحديد المفاهيم الأ�شا�شية وبالتالي تحديد طريقة منا�شبة للتفكير في الحل )الن�شاط الثالث(
	 الدقة )الن�شاط الثالث(•

المعرفة و الفهم المتقدمان 
التقدير والعجاب في الربط بين مجالت الريا�شيات المختلفة )الن�شاطان الأول والثاني( 	•

التب�شر في البنية الريا�شية )الن�شاطان الثاني والثالث( 	•
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الخطّة الزمنيّة
خم�س �شاعات تقريباً. تحتاج الأن�شطة اإلى مدة زمنية متقاربة، مع وجود فر�س للتمديد اأحياناً.

التكنولوجيا
ت�شتخدم برمجية جيو جبرا في جميع مهام التمثيل البياني التي تتطلب ا�شتعمال التقنيات، مع العلم اأنه يمكن 

ا�شتخدام برامج اأخرى ب�شهولة. اإل اأن برنامج جيوجبرا متوفر مما يجعل تنزيله على اأجهزة الحا�شب �شهلَا. ي�شتطيع 
الطلاب بعد ذلك اأ�شتك�شاف اأفكار اخرى باأنف�شهم. يتوفر برنامج جيوجبرا وتوابعه على الرابط التالي:

  www.geogebra.org
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حول هذا الن�ضاط
ي�شتك�شف هذا الن�شاط جانبين من الريا�شيات لهما 

علاقة عميقة وهما متتابعات فيري ودوائر فورد.
	 متتابعات فيري هي مجموعات  من الك�شور تنتج •

من عملية تكرار ب�شيطة.
	 دوائر فورد هي تمثيل ريا�شي مثير للاأنماط التي •

تتكون عند التو�شع في متتابعات فيري.
�شممّ هذا الن�شاط لت�شجيع الطلاب على تقدير قوة 

الروابط في الريا�شيات وقوة التعميم.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 التقدير والعجاب في الروابط – ا�شتخدام علاقات •

من خبرات �شابقة وا�شتخدامها في تعاميم 
محتملة.

	 التعميم – القدرة على فهم كيفية تطبيق ما يجري •
في مثال ما على مواقف م�شابهة.

	 الطلاقة – المقدرة على العمل ب�شرعة ودقة.•
	 الدقّة – المقدرة على العمل بفعالية من خلال •

قوانين محددة.
تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س

يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة
اجابات الأ�ضئلة

.1
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 تاأكد من اأن الطلاب ح�شلوا على
اإ�شاأل اإذا كان لدى اأحد الطلاب ك�شور اأخرى، على 
�شبيل المثال ك�شور يكون المقام فيها �شفراَ. من 
المفيد اإجراء نقا�س حول ما اإذا ي�شمح با�شتخدام 

مثل هذه الك�شور في هذه المرحلة، ولكن يجب 
عليك تقديم اإ�شتنتاج اأن الق�شمة غير معرفة في هذه 

الحالة، واأننا لن ن�شتخدم ك�شوراً مقامها �شفر بعد 
الآن.

�شن�شمي المتتابعة ال�شابقة ) ذات الك�شرين ( 
متتابعة  فيري، ونكتبها على ال�شورة التالية:
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ب�شكل عام، فاإن متتابعة فيري النونية Fn ،  هي 
مجموعة من الك�شور،في اأب�شط �شورها، بحيث اأن كلًا 

من الب�شط المقام اأقل من n . ك�شرط اإ�شافي، �شوف 
نبحث فقط عن الك�شور التي قيمتها اأقل من اأو ت�شاوي 

واحد.
يجب اأن يح�شل الطلاب �شريعاً على: .

تاأكد من اأن طريقة ح�شاب و�شيط ك�شرين وا�شحة 
تماماً للطلاب وكذلك خا�شية الو�شطية في ح�شاب    

حدود متتابعة فيري.

) ب�شكلٍ عام، عدد الحدود التي �شت�شاف عند ت�شكيل  
Fn هو عدد الأعداد التي هي اأقل من n والقا�شم 

الم�شترك بينها وبين n ي�شاوي 1 . هذه ت�شمى دالة 
اأيلر النونية. يمكنك الرجوع الى الرابط التالي لروؤية 

ذلك:  
http://en.wikipedia.org/wiki/Euler’s_
totient_function)

واحد من الإ�شتخدامات الريا�شية لمتتابعات فيري 
هو بيان اإحدى الطرق لتعداد الأعداد الن�شبية في فترة 

معينة ) بمعنى و�شعها في علاقة واحد لواحد مع 
مجموعة الأعداد ال�شحيحة الموجبة (، وهذا ي�شكل 

عن�شر اأ�شا�شي في برهان كانتور
)cantor’s proof (. والمتمثل في اأن اأ�شل 

مجموعة الأعداد الن�شبية هو نف�س اأ�شل مجموعة 
الأعداد الطبيعية. يمكن التو�شع في ا�شتخدام طريقة 

الو�شيط اأعلاه لإنتاج جميع الك�شور، ولي�س فقط الك�شور 
الحقيقية في الفتره [1, 0]  . لعمل ذلك، فاإننا بب�شاطة 
ن�شتخدم تعريف ر�شمي"للمالنهاية"، يتمثل في الك�شر     

      ، كحد اأعلى بدلً عن    والذي ا�شتخدم �شابقاً.

ينتقل هذا الن�شاط اإلى النظر في التف�شير الهند�شي 
لمت�شل�شلات الك�شور التي اأنتجناها اإلى الآن. تعليمات 
اإن�شاء ذلك با�شتخدام قلم ر�شا�س وورقة معطاه هنا 
. وبالطبع فاإن ن�شخة تقنية يمكن اإنتاجها با�شتخدام 

تقنية تمثيل بياني مثل جيوجبرا.
يجب اأن يظهر البناء على ال�شكل التالي:
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نقطة نقا�س: با�شتخدام طريقة الو�شيط هذه، �شوف 
تظهر بع�س قيم n في العديد من الحدود الجديدة 

التي اأ�شيفت اإلى المتتابعة، بينما ل تظهر في 
حدود اأخرى. هل هناك نمط في ذلك؟

 .4 

 .3

.2
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اأن يكون الر�شم البياني على النحو التالي: 6. يجب 
       

على الرغم اأن دوائر فورد تت�شاغر �شريعاً، فاإن الر�شم 
بحذر يجب اأن يوطد حقيقة اأن دوائر فورد لك�شور 

الوحده ل تتقاطع.
 a.   مركزي دائرتي فورد هما :

                   و  
     وبالتالي، فالم�شافة بين المركزين هي:

                   
     والتي ت�شاوي مجموع ن�شفي قطري الدائرتين 

 
 b.  البرهان هو امتداد جبري للنتيجة العددية   

       ال�شابقة.
      يقع مركزي الدائرتين على النقطتين:

                                                                    

      والم�شافة بينهما هي:
                   

                 
  وهذا يمكن تب�شيطه اإلى:   

 والذي يمكن ب�شهولة ملاحظة اأنه ي�شاوي مجموع 
ن�شفي القطرين.

دائرة فورد للك�شر       يقع مركزها على النقطة                  
           بينما يقع مركز الدائرة لك�شر الوحده العام          

على النقطة                    . 
ولذلك فالم�شافة بين المركزين هي: 

              
      

يمكن ب�شهولة ملاحظة اأن ذلك ي�شاوي مجموع ن�شفي 
القطرين.

فر�س التقويم
يوفرّ هذا الن�شاط فر�شه جيدة لمراجعة مهارات 

الطلاب في الأدوات الجبرية، وكذلك ثقتهم في كيفية 
ربط حالت هند�شية بتمثيلها الجبري الأ�شا�شي.

و
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حول هذا الن�ضاط
يوفرّ هذا الن�شاط الفر�شة للطلاب ل�شتخدام تقنيات 
التمثيل البياني لتقريب الدوال على �شكل مت�شل�شلات 

.)sin( من دوال الجيب
بينما يقود هذا الم�شلك اإلى مو�شوع هام وهو 

مت�شل�شلات فورير )Fourier Series(. اإل اأن 
الطريقة هنا تجريبية والهدف منها هو م�شاعدة 

الطلاب على تطوير تب�شر عميق في العمليات.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 المجازفة – المقدرة على التعرف على القوانين •

وتعديلها لإن�شاء نماذج جيدة و�شحيحة.
	 الهتمام بالمجتمع – المقدرة على اإنتاج اأفكار •

جديده  من خلال البناء على اأفكار موجودة اأو 
ال�شتقاق منها.

	 التقدير والعجاب في الروابط - ا�شتخدام علاقات •
من خبرات �شابقة وا�شتخدامها في عمل تعاميم 

محتملة.
	 التعميم – المقدرة على ا�شتقراء ما يحدث في •

اأو�شاع م�شابهة من خلال م�شاهدة ما يحدث في 
و�شع معيّن.

	 النمذجة – المقدرة على المراقبة والتقيم •
والت�شحيح الذاتي.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
ينا�شب هذا الن�شاط الطلاب الذين ي�شتخدمون الحا�شب 

�شوءاً ب�شكل فردي اأو ثنائي.

اجابات الأ�ضئلة
تاأكد من الطلاب يدركون اأن القطع الم�شتقيمة 

المر�شومة هنا هي فقط لبيان �شكل الدالة المق�شودة. 
يجب اأن ل تكون الخطوط العمودية الحمراء جزءاً من 
البناء، ولكنها ت�شاعد في جعل النتيجة اأكثر و�شوحاً.

ينبغي لفت اإنتباه الطلاب اإلى اأن هذا تقريب ب�شورة 
 ،)Sawtooth( " عامة، ل�شكل دالة " �شن المن�شار
فكلا الدالتين تاأخذ �شكل امواج دورية، على الرغم 

من اأن الدالة                      متناظرة بينما دالة " �شن 
المن�شار " لي�شت كذلك .
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      الوحدة العا�شرة: حل م�شائل متقدمة
الن�ضاط الثاني: ا�ضتك�ضاف الموجات
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تاأكد من اأن الطلاب يدركون اأن هذا يعتبر تح�شيناً 
للتقريب ال�شابق. مقارنةً مع ر�شم دالة الجيب 
الب�شيطة، فاإن ال�شكل العام للمنحنى هو اأكثر 

 x بين 0  و 1 واأقل انحداراً لقيم  x انحداراً لقيم
بين1و 5 .

قد يرغب الطلاب باإ�شافة حدود اأخرى للو�شول 
اإلى تقريب اأف�شل ل�شكل دالة " �شن المن�شار ". 

النقطة التعليمية المهمة هنا هي اأن اإ�شافة حدود 
اأخرى يمكن اأن يجعل الدالة اأكثر قرباً من الدالة 

المن�شودة؛ ومع ذلك فاإن الح�شول على تطابق غير 
ممكن با�شتخدام عدد نهائي من الحدود.

اأعد التاأكيد على اأن الطريقة قد اأعادت اإنتاج �شكل 
عام للدالة المن�شورة؛ نحتاج اإلى تعديل مقيا�س 

الر�شم للو�شول اإلى تطابق مقبول.

اإلى 7. يعدّل الطلاب في هذا الن�شاط مقيا�س الر�شم 
لمطابقة دالة " �شن المن�شار ". 

تعتمد الطريقة هنا على معرفة الطلاب الم�شبقة 
بالتحويلات الهند�شية، وبمقدرة برنامج جيوجبرا 
على الإ�شارة اإلى الدالة من خلال �شيغتها الجبرية 

ومن ثم اإنتاج تقرير مكتوب وهذا يت�شمن اأمثلة 
مع تمثيلات بيانية وتعاميم م�شتخدمين متغيرات 

منا�شبة. ينبغي اأن يعبّر الطلاب م�شتخدمين لغة 
ريا�شية ورموزاً دقيقة.

الحد العام في هذه المت�شل�شة هو: 

يوفر عدد قليل من حدود هذه المت�شل�شة تقريباً 
ممتازاً للموجة المثلثية.

يو�شحّ ال�شكل اأدناه التقريب با�شتخدام اأول اأربع 
حدود ) الخط الأزرق المتقطع ( مقارنةً مع الدالة 

المن�شودة ) الخط الأحمر المت�شل (.

.5

 .8

 .3

 .4
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اإن الحد العام هو 

 يتطلب التقريب في هذه الحالة حدوداً 
اأكثرللح�شول على دقة مقبولة.

ح ال�شكل اأدناه التقريب با�شتخدام اأول اأربع  يو�شّ
حدود )الخط الأ�شود( مقارنةً مع الدالة المن�شودة 

)الخط الأحمر(.

فر�س التقويم
يعطي هذا الن�شاط موؤ�شراً جيداً على مهارة الطلاب 

في التعامل مع الم�شائل العملية. تتطلب هذه 
الأن�شطة م�شتوى جيد من الفهم؛ �شيكون من ال�شعب 

النجاح بمجرد اتباع خطوات دون فهمها.
لية تجعل من ال�شهل اختيار  طبيعة العمل التّخيُّ

الإ�شتراتيجية المنا�شبة ل�شتخدامها.

 .9
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حول هذا الن�ضاط
  يعتبر هذا الن�شاط ا�شتك�شاف لخ�شائ�س الك�شور 

المتوا�شلة. على الرغم من اأن التعامل �شيكون مبا�شراً 
مع المو�شوع من ناحية ح�شابية، فاإن هذا العمل له 

ارتباط مهم بفكرة تقارب المت�شل�شلات.

خ�ضائ�س الأداء المتقدم
	 المجازفة - المقدرة على التعرف على القوانين •

وتعديلها لإن�شاء نماذج جيدة ولكن �شحيحة.
	 الهتمام بالمجتمع – المقدرة على اإنتاج اأفكار •

جديده  من خلال البناء على اأفكار موجودة اأو من 
خلال الإبتعاد عنها.

	 التب�ضر في البنية الريا�ضية والم�ضائل متعددة •
الخطوات – يمكن تجزئة المهام، تقرير النهج 

المنا�شب، ومن ثم تطبيق الن�شاط.
	 الدقّة – المقدرة على العمل بفعالية �شمن قواعد •

محددة.

تو�ضيات اأ�ضلوب التدري�س
يمكن و�شع الطلاب الموهوبين في مجموعات منا�شبة

اجابات الأ�ضئلة
110
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          يبين الر�شم اأن المتقاربات تقترب ب�شرعة من    
          القيمة النهائية.

    

        

 
a.بالن�شبة للك�شر المتوا�شل [5, 3; 1]  .5

         اأول متقاربة هي              .
         ثاني متقاربة هي                      .

         ثالث واآخر متقاربة هي                           . 

        وهي 1.3125, 1.3333, 1.0000 لأقرب 4 
        منازل ع�شرية. 

 b.  لأقرب  3 منازل ع�شرية   

 c.   لأقرب �شت منازل ع�شرية 
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 6.  بالن�شبة للك�شر المتوا�شل     

        اأول متقاربة هي  
        ثاني متقاربة هي  
        ثالث متقاربة هي  

        رابع متقاربة هي  
 

  
        خام�س متقاربة هي  

        )تتقارب المت�شل�شلة اإلى الن�شبة الذهبية… 1.618(

7.  بالن�شبة للك�شر المتوا�شل  
        اأول متقاربة هي  

        ثاني متقاربة هي  
        ثالث متقاربة هي  

          

 
        رابع متقاربة هي 

        خام�س متقاربة هي  
         

  .a 

b.  لأقرب  3 منازل ع�شرية، تكون المربعات هي:  
 

       تتقارب المت�شل�شلة اإلى         .

 8.  بالن�شبة للك�شر المتوا�شل  

        اأول متقاربة هي  
        ثاني متقاربة هي  

        ثالث متقاربة هي  
        رابع متقاربة هي 

        خام�س متقاربة هي 

        مقربةً لعدد متزايد من المنازل الع�شرية.
        المربعات هي   

. π  هذه هي البداية لتعبير الك�شر المتوا�شل        

9.  يترك هذا كتحدي اأخير. يمكنك التاأكد ان الحلول 
هي كما في الأعلى. 

  

فر�س التقويم
يوفر هذا الن�شاط فر�س لمراجعة مهارات الطلاب 
الح�شابية، كتابياً وذهنياً، وكذلك فهمهم لتقارب 

المت�شل�شلات.
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1, 2, 1.667, 1.75, 1.727

 1, 2, 1.5, 1.667, 1.6
0.333, 3.143, 3.142, 3.14159, 
3.1415926….

[1; 2, 2, 2, 2…]

1.000, 4.000, 2.778, 3.063, 2.983
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