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الإ�ستق�صاء، و المرونة ،و القبول بحالة ال�شك ، 
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الإ�ستق�صاء
�سوف ينمي طلاب مدار�س �شراكة موهبة روح الا�ستق�صاء, و�سيرغبون في التعلم الذاتي, وين�شطون فيه، ويتوقون 
الفر�ضيات  على  البرهان  وطلب  الافترا�ضات,  وتحدي  الم�ستقل,  والتفكير  المبادرة  �سمات  عليهم  و�ستظهر  �إليه. 
والا�ستنتاجات. و�سينظمون م�سيرة تعلمهم بفعالية, منتقلين من ا�ستيعاب المعارف و�إتقان الخطوات العملية, �إلى 

تطوير وجهات النظر ال�شخ�صية والحلول الفردية.

المجازفة
�سوف ينمي طلاب مدار�س �شراكة موهبة روح المجازفة, و�سيظهرون ثقة ب�أنف�سهم, ويتناولون الأفكار والظواهر 
الجديدة عليهم بالتجربة والنقد, ويقدمون على التخمين و�إعطاء الفر�ضيات, ولن يزعجهم العمل في ظل ظروف 

جديدة عليهم. و�سوف يرجئون التو�صل �إلى الا�ستنتاجات قبل ن�ضوجها في �أذهانهم, ويتحملون ال�شك الم�ؤقت.

الإبداع
�سوف ينمي طلاب مدار�س �شراكة موهبة روح الإبداع والابتكار, و�سي�صبحوا مُتَفتّحي العقول, ومرنين في طريقة 
للم�شاكل والمواقف, مظهرين قدرة تكيف  و�إيجاد حلول متعددة  ا�ستعدادهم للابتكار,  تفكيرهم. �إلى جانب �إبداء 
ب�أ�سلوبهم  ومتميزا  الأ�صالة,  على  ودليلا  للده�شة,  مثيرا  عملهم  و�سيغدو  الظروف.  مع  لتتلاءم  عملهم  �أ�ساليب 

ال�شخ�صي الخا�ص.

المثابرة
�سوف ينمي طلاب مدار�س �شراكة موهبة روح المثابرة, ولن تثبط العقبات وال�صعوبات من عزائمهم, بل �سي�صرون 
على موا�صلة بذل الجهود. و�سوف يبرهنون على تميزهم بالت�أني في العمل, والالتزام ب�أ�سلوبهم المنهجي المنظم, 

ولن يكلوا من المثابرة لتحقيق النتائج المرجوة ب�أعلى م�ستويات الجودة والدقة الممكنة.

التعاون
�سوف ينمي طلاب مدار�س �شراكة موهبة روح التعاون والعمل الجماعي, و�سي�سعون �إلى الح�صول على الملاحظات 
الآخرين  نظر  وجهات  م�صغين �إلى  واخت�صار,  بو�ضوح  و�أفكارهم  ب�أرائهم  و�سيدلون  على �أعمالهم,  والتعليقات 
العمل,  فريق  متنوعة �ضمن  وي�ؤدون �أدوار  له,  والا�ستعداد  الجماعي  العمل  على  بالقدرة  و�سيتمتعون  و�أفكارهم. 

ويتمكنون من تقويم �أفكارهم وم�ساهماتهم.

الاهتمام بالمجتمع
مدفوعين  فيه  �سيكونون  الذي  الوقت  ففي  بالمجتمع.  الاهتمام  روح  موهبة  �شراكة  مدار�س  طلاب  ينمي  �سوف 
بالطموح ال�شخ�صي والرغبة في تحقيق النجاح, ف�إنهم �سيمتلكون �أي�ضا �إح�سا�سا قويا ب�أهمية الم�ساهمات التي 
للمواطن  الذين هم �أقل منهم حظا. و�سيكونون مثا لا الوطن, ومنفعة �أولئك  للمجتمع تحقيقا لم�صلحة  يقدمونها 
الأفراد  بين  والت�شابه  التباين  لأوجه  المدرك  الاجتماعي,  لمحيطه  الجماعية  الم�صلحة  مع  المتعاطف  ال�صالح 
الق�ضايا  مع  متجاوبين  الطلاب  �سيكون  كما  للأخرين,  الثقافي  والتراث  الثقافي,  بتراثه  والواعي  وال�شعوب, 

الأخلاقية التي تثار في �سياق درا�ساتهم.

القيم والاتجاهات وال�سمات
ينبني المنهاج الإ�ضافي المتقدم على قيم واتجاهات و�سمات �ست تميز م�شروع �شراكة مدار�س موهبة, وتقدم و�صفا وا�ضحا 

للخ�صائ� صالتي يتميز بها الطلاب الذين �صمم هذا المنهاج لرعايتهم وتنميتهم.
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فئات الأداء المعرفي المتقدم

تهتم مواد المناهج الإ�ضافية المتقدمة باكت�ساب وتنمية خ�صائ� صمحددة للأداء تتركز عليها جهود التعلم والتقويم على 
حد �سواء. ي�ضاف �إلى ذلك ف�إن عمليات التدري�س والتعلم في ظل هذه البرامج ت�ضع بين �أيدي المعلمين الأدوات اللازمة لر�صد 

وتقويم قدرات الطلاب على تطوير المهارات المعرفية المتقدمة المرتبطة بالمهارات المعرفية الآتية:

القيم والاتجاهات وال�سمات المتقدمة
11 التعميم: القدرة على الحكم على �إمكانية ا�ستعمال نتائج موقف معين لتوقع ما يمكن �أن يحدث في مواقف �أخرى مماثلة..
22 التجريد: القدرة على الانتقال ال�سريع من المح�سو�س �إلى المجرد.
33 �إيجاد الروابط: ا�ستعمال الخبرات ال�سابقة ل�صياغة تعميمات جديدة..
44 التخيل: القدرة على عر� ضالم�شكلة وت�صنيفها في �سياق ما يمتلكه الطالب من معارف �سابقة وا�سعة مرتبطة بها..
55 التفكير ال�شامل: القدرة على التعامل مع الأفكار الكبيرة والمفاهيم ال�شاملة.
66 الثقة الفكرية: القدرة على تو�ضيح وجهة النظر ال�شخ�صية الخا�صة المعتمدة على الأدلة, وتقديمها للآخرين, والدفاع .

عنها.
77 الت�صاوغ الفكري: القدرة على معرفة القواعد ال�سارية وتطويعها لإيجاد �صيغ �صحيحة جديدة..
88 الأتمتة: القدرة على ا�ستعمال بع� ضالمهارات بي�سر و�سهولة ؛ لأنها لا تتطلب تفكيرا فعالا.
99 القدرة على ر�ؤية وجهات النظر البديلة: ا�ستيعاب �آراء الآخرين في التعامل مع الأمور المبهمة والمعقدة..
القدرات فوق المعرفية: القدرة على ا�ستعمال �أنماط تفكير مختلفة ونقل المعرفة من موقف �إلى �آخر.1010
القدرة على التعامل مع م�سائل معقدة, ومتعددة الخطوات: ي�ستطيع تجزئة المهمة, واختيار الأ�سلوب المنا�سب للحل, 1111

وتنفيذ الن�شاط.
التخطيط الا�ستراتيجي: القدرة على الت�صدي لخبرات تعلمية جديدة, وذلك لمحاولة ربطها بالمعرفة والمفاهيم الحالية, 1212

ومن ثم تحديد نمط التفكير المنا�سب.
التفكير الناقد �أو المنطقي: القدرة على الا�ستنتاج وو�ضع الفر�ضيات والا�ستدلال والبحث عن الأدلة الم�ؤيدة.1313
التفكير المرن: القدرة على التخلي عن فكرة وا�ستبدالها بفكرة �أف�ضل منها, �أو ايجاد حلول متعددة.1414
طلاقة التفكير: القدرة على �إنتاج الأفكار.1515
الأ�صالة: ا�ستحداث �شي جديد كليا.1616
التفكير التطويري والتحولي: القدرة على تكوين �أفكار جديدة بو�ساطة البناء على الأفكار القائمة وتطويرها، �أو بالتحول 1717

عنها �إلى اتجاه جديد.
عمليات التنظيم الذاتية: قدرة الطالب على متابعة عمله ومُراقبته وتقويمه وت�صحيح م�سارُه.1818
ال�سرعة والدقة: القدرة على العمل ب�سرعة وبدقة عالية في الوقت نف�سه.1919
الإحكام: القدرة على العمل بفعالية �ضمن قواعد المجال.2020
التركيز والمثابرة وال�صلابة: القدرة على موا�صلة العمل حتى �إنجاز المهمة.2121
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ا�ستعمال هذا الدليل 
يتعيّن �أن يُقر�أ هذا الدّليل جنباً �إلى جنب مع كتاب الطالب من المنهاج الإ�ضافيّ المتقدِّم . فهو يوفّر معلومات عن 
كيفيّة تدري�س وحدات الكتاب ، وعما يحتاج الطالب معرفته ليكون قادراً على �أدائِه قبل التعامل مع �أن�شطة الكتاب 

كما يزوّد المعلّم ب�أ�ساليب متنوّعة يمكن �أن ي�ستر�شد بها لتدري�س الأن�شطة ، و خطّة زمنيّة ممكنة . 
مّم معظمها للتدري�س ال�صفيّ التمايزي مع ترك  و يت�ضمّن كتاب الطالب العديد من الأن�شطة المتنوّعة التي �صُ

الخيار للمعلمين في تدري�س بع� ضالأن�شطة لمجموعات مُنْتقاة من الطلّاب . 
يتعيّن �ألّا ي�شعر المعلّم �أنّه مقيّد و مُلْزم بتدري�س الأن�شطة كما هي معرو�ضة في الكتاب تماماً ، فقد يرغب بع� ض
المعلِّمين في تعديل �أو تبديل بع� ضالأن�شطة تبعاّلا حتياجات طلّابهم ، فيُمكن على �سبيل المثال �أن يخ�ص� ص
لبع� ضالأن�شطة وقتاّ �أطول من الوقت المقترح في الدليل ، و ذلك لإتاحة الفر�صة للطلّاب لمتابعة المو�ضوعات 

التي تثير اهتماماتهم ب�صورة متعمّقة ، �أو كي ي�ستك�شفوا المادّة المقترحة ب�صورة �أو�سع . 
و يُطلب �إلى المعلّمين �ألّا ي�ضعوا �سقفاً لما يمكن �أن يُنجزه طلّابهم . و تُفيد التجربة �أن المُعلّم الذي ينتظر من طلبته 

�أعلى م�ستويات التميّز و التح�صيل �سوف يلقى منهم �أداءً يفوقُ توقعاته .  
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الوحدة الأولى 
المنطق والا�ستدلال
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نظرة عامّة
تناق� شهذه الوحدة نواحي مختلفة من المنطق بما في ذلك جداول ال�صواب، و�أدوات الربط، والعبارات المتكافئة. كما تو�سّع 

قواعد المنطق الأ�سا�سية من خلال ا�ستخدام المجموعات، والا�ستخدام المتقدم للرموز، بما ي�شمل �أدوات الربط المركبة، والمهام 
التي تتطلب تطبيق منهجية منتظمة و�شاملة.

الأهداف التعلمية للوحدة
• اكت�ساب الثقة عند تطبيق المنطق الريا�ضي على م�سائل متنوعة	
• الطلاقة في ا�ستخدام المنطق والرموز المرتبطة به	

المعرفة ال�سابقة
الإلمام بالرموز والعبارات المنطقية، وجداول ال�صواب، و�أدوات الربط

خ�صائ�ص الأداء المتقدم 
القيم والاتجاهات وال�سمات

• المثابرة �أو تطبيق منهجية منظمة )الأن�شطة الأول، والثاني، والثالث(	

المهارات المتقدمة
• الا�ستدلال )الأن�شطة الثاني، والثالث، والرابع(	
• فوق المعرفية )الن�شاط الرابع(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاط الأول(	

مدة تدري�س الوحدة
�أربعة �أ�سابيع، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
 لاتوجد
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الوحدة الأولى: المنطق والا�ستدلال
الن�شاط الأول: العبارات المتكافئة

حول هذا الن�شاط
يو�سع هذا الن�شاط درا�سة العبارات المنطقية من خلال 
التناول المنهجي لمجموعة كاملة من البدائل في �سياق 
محدود. ويمكن تنفيذ هذا الن�شاط مع ال�صف كاملًا، علماً 

ب�أن طلاب موهبة قد يتميزوا بو�ضوح �أكبر في �إ�ستجاباتهم.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• الفهم العميق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة 	

بالمنطق وفهم العلاقات المتبادلة
• تبني �أ�سلوب منهجي في تناول الم�سائل من خلال 	

تطبيق قواعد المنطق ب�شكل مت�سق

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الم�ستقل والمناق�شة ال�صفية

�إجابات الأ�سئلة
يو�سع هذا الن�شاط درا�سة العبارات المنطقية من خلال 
التناول المنهجي لمجموعة كاملة من البدائل في �سياق 

محدود. ويمكن تنفيذ هذا الن�شاط مع ال�صف كاملًا، علماً ب�أن 
طلاب موهبة قد يتميزوا بو�ضوح �أكبر في �إ�ستجاباتهم.

ال�س�ؤال الأول
العبارتان a وَ g �صحيحتان، وبقية العبارات   خط�أ.

ال�س�ؤال الثاني
D → G 	)a
G → D 	)b

~D → G 	)c
~D → ~G 	)d

D → ~G 	)e
G → ~D 	)f

~G → ~D 	)g
~G → D 	)h

ال�س�ؤال الثالث

فـر�ص التقويـم
ت�شير �إجابات ال��سؤال الأول �إلى قدرة الطلاب على التفكير 

المنطقي، والربط بين العبارات المتكافئة منطقيًا. �أما الإجابة 
على ال��سؤالين الثالث والرابع ف�إنها ت�شير �إلى قدرتهم على �إن�شاء 
جداول �صواب دقيقة، وقدرتهم على تمييز العبارات المتكافئة.
هل يطبق الطلاب قواعد المنطق بو�ضوح وات�ساق في خطوات 

الحل؟
هل يدرك الطلاب الروابط بين العبارات وقواعد المنطق؟

ال�س�ؤال الرابع
.f َو e, h َو c, d َو b, a َو g :أزواج العبارات المتكافئة هي�

12

Unit 1: Logic and reasoning
Activity 1: Equivalent statements

1.  Which of the following statements are true and which are false?

a.  If this is a date, then it grew on a tree.

b.  If this grew on a tree, then it is a date.

c.  If this is not a date, then it grew on a tree.

d.  If this is not a date, then it did not grow on a tree.

e.  If this is a date, then it did not grow on a tree.

f.  If this grew on a tree, then it is not a date.

g.  If this did not grow on a tree, then it is not a date.

h.  If this did not grow on a tree, then it is a date.

Using D for this is a date and T for it grew on a tree, a. can be written:

D → G

2. Rewrite a. to h. using the symbols D, G, → and ~.

3. Construct a truth table to show that D → G ≡ ~G → ~D.

 D → G and ~G → ~D  are equivalent pairs.

4.    List all equivalent pairs in the statements a. to h.

8

Activity 1
Equivalent statements

Unit learning objectives

• Confi dence in the application of mathematical logic to a range of problems

•    Fluency in the use of formal logic and its associated notation

About this unit

About this activity
This activity extends work on logical statements by 
looking systematically at a full set of alternatives in 
a limited context. It can be done usefully with the 
whole class, although Mawhiba students can be 
expected to show greater clarity in their responses.

Advanced performance characteristics

•  Have insight into underlying mathematical 
structures applying to the logic and 
understanding of the relations

•  Be systematic in addressing problems by 
consistently applying the rules of logic

Recommended teaching arrangement

Independent work and whole class discussion

Questions and answers
This activity extends work on logical statements by 
looking systematically at a full set of alternatives in a 
limited context. It can be done usefully with the whole 
class, although Mawhiba students can be expected 
to show greater clarity in their responses.

Question 1

Questions 1a and 1g are true, the rest are false.

Question 2

2a.    D → G

2b.    G→ D

2c. ~D → G

2d.   ~D → ~G

2e.    D → ~G

2f. G → ~D

2g.  ~G → ~D

2h.  ~G → D

Assessment opportunities
Responses to question 1 will indicate whether 
students can demonstrate logical thinking and are 
able to make links between logically equivalent 
statements. In attempting questions 3 and 4 students 
will show whether they can construct accurate truth 
tables, and whether they can formally recognise 
equivalent statements.

Are students clearly applying the rules for logic 
throughout their work consistently?

Do they recognise the links between the statements 
and logic rules?

Question 3

Question 4

Equivalent pairs are: a and g, b and d, c and h, e and f.

D G ~D ~G D → G ~G → ~D

T T F F T T

T F F T F F

F T T F T T

F F T T T T
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الوحدة الأولى: المنطق والا�ستدلال
الن�شاط الثاني: جداول ال�صواب

حول هذا الن�شاط
ي�سهم هذا الن�شاط في تو�سيع درا�سة جداول ال�صواب من 

خلال ا�ستخدام مجموعة من العبارات المفتوحة المترابطة 
فيما بينها. و لاينا�سب هذا الن�شاط �سوى طلاب موهبة فقط.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �امتلاك قدرات قوية على الا�ستدلال الريا�ضي عند 	

تطبيق قواعد المنطق، والا�ستعداد لتبرير النتائج 
با�ستعمال جداول ال�صواب

• المثابرة لتخطي العوائق عندما لا تكون الإجابات 	
بديهية في بداية المهمة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الم�ستقل، 

والمناق�شات الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

يكون العدد من م�ضاعفات 6 �إذا وفقط �إذا كان من م�ضاعفات 
3، وكان عددًا زوجياً.

ال�س�ؤال الثاني
يمكن �إثبات ذلك بطرائق مختلفة، فمثلًا يمكن للطلاب �أخذ 

�سل�سلة من القيم الحقيقية وتو�ضيح ماهيتها. 
�أو يمكنهم �إن�شاء جدول ال�صواب كما في ال�شكل )مع ملاحظة 
�أن قيم ال�صواب للعبارة R لي�ست قيم افترا�ضية في جدول 
.)Q َو P ال�صواب، بل تعتمد على القيم الحقيقة للعبارتين

P Q R P ∧ Q R ↔ P  ∧  Q

T T T T T

T F F F T

F T F F T

F F F F T

ال�س�ؤال الثالث
�إذا لم يكن العدد من م�ضاعفات 3، �أو لي�س عدداً زوجياً، ف�إنه 

لي�س من م�ضاعفات 6.
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ال�س�ؤال الرابع

ال�س�ؤال الخام�س
~ R  →~P    ~Q يمكننا كتابة العبارة على ال�شكل

نلاحظ �أن العمود الأخير في جدول ال�صواب يمثل العبارة المعطاة وحيث �أن النتائج في هذا العمود لي�ست �صائبة دائماً وبالتالي 
ف�إن العبارة لي�ست �صحيحة لجميع قيم ال�صواب.

ال�س�ؤال ال�ساد�س
	هناك العديد من الأمثلة المختلفة، فمثلًا الرقم 4 لي�س من م�ضاعفات 6 ولكنه زوجي، والرقم 9 لي�س من م�ضاعفات 6، ولكنه 

من م�ضاعفات 3. 

فـر�ص التقويـم
	تدّل المحاولة في ال��سؤال الثاني على قدرة الطلاب على مواجهة الم�سائل الجديدة ومحاولة حلها. �أما الإجابة عن ال��سؤال 5 فتدل 

على منهجية الطلاب في تكوين جدول ال�صواب المناظر من عبارة ما بغر� ضالحكم على �صوابها. 
هل يتمكن الطلاب من �شرح تفكيرهم با�ستخدام الا�ستدلال الريا�ضي المرتبط بالمنطق؟ 

هل ي�ستمر الطلاب في المحاولة عند مواجهة العقبات؟ وهل يمكنهم ا�ستخدام معرفتهم ال�سابقة لإيجاد حلول جديدة؟ 
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الوحدة الأولى: المنطق والا�ستدلال
الن�شاط الثالث: لي�س معاً

حول هذا الن�شاط
ع هذا الن�شاط درا�سة الروابط المنطقية من خلال تقديم  يوِ�سِّ
روابط جديدة، تُعرَف �أحياناً با�سم "�سهم �شيفر". وتكمن 

�أهميته لمجال المنطق في �إمكانية ا�ستعماله كبديل لبع� ض
الروابط الرئي�سة الأخرى. ويعدّ هذا الن�شاط فر�صة 

لا�ستك�شاف هذا المو�ضوع. 
يجب ت�شجيع الطلاب على ا�ستعمال جداول ال�صواب لحل 

ال��سؤالين 5 و6، وتجريب بع� ضالتراتيب لإيجاد نمط يتوافق 
مع نمط الأداتين: "و"، "يت�ضمن"، على التوالي. 

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• امتلاك قدرة قوية على الا�ستدلال الريا�ضي عند تجريب 	

الروابط الجديدة لحل م�سائل المنطق 
• المنهجية في تناول الم�سائل عند تطبيق العلاقات 	

والقواعد الريا�ضية في خطوات الحل 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والمناق�شات الجماعية
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فـر�ص التقويـم
يتيح ال��سؤالان الثالث والرابع للطلاب فر�صة �إظهار قدرتهم 
على ا�ستعمال الرموز الريا�ضية الجديدة، في حين ت�شير 

اجاباتهم على ال��سؤالين الخام�س وال�ساد�س �إلى مدى قدرتهم 
على �إيجاد ا�ستراتيجيات ناجحة لحل الم�سائل. 

هل ي�ستطيع الطلاب تطبيق روابط جديدة بو�ضوح وفهم؟
هل الطلاب قادرون على العمل ب�صورة منهجية في حل 
الم��سألة؟ وهل يظهر ذلك من خلال كتاباتهم وتعابيرهم 

اللفظية؟

ال�س�ؤال الثالث
 

ال�س�ؤال الرابع

ال�س�ؤال الخام�س
في هذه ال��سؤال، يمكن للطلاب الح�صول على الإجابة النهائية 
من خلال التحرك خطوة خطوة �إلى الوراء با�ستعمال الجدول 

للتو�صل �إلى �صيغة العبارة.
)P ↑ Q( ↑ )P ↑ Q(

ال�س�ؤال ال�ساد�س
يوجد احتمالان:

P ↑ (P ↑ Q)     ،    P ↑ (Q ↑ Q)
في هذه ال��سؤال، يمكن للطلاب الح�صول على الإجابة النهائية 
من خلال التحرك خطوة خطوة �إلى الوراء با�ستعمال الجدول 

للتو�صل �إلى �صيغة العبارة.

 

P P P ↑ P ~P

T T F F

F F T T

P Q P ∨ Q P ↑ P Q ↑ Q (P ↑ P) ↑ (Q ↑ Q)

T T T F F T

T F T F T T

F T T T F T

F F F T T F

 

P P P ↑ P ~P

T T F F

F F T T

P Q P ∨ Q P ↑ P Q ↑ Q (P ↑ P) ↑ (Q ↑ Q)

T T T F F T

T F T F T T

F T T T F T

F F F T T F

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

 ال�س�ؤال الثاني
 

P Q P ∧ Q ~P ~Q ~P ∨ ~Q ~(P ∧ Q)

T T T F F F F

T F F F T T T

F T F T F T T

F F F T T T T

P Q
 

 

P Q P ∧ Q ~P ~Q ~P ∨ ~Q ~(P ∧ Q)

T T T F F F F

T F F F T T T

F T F T F T T

F F F T T T T

P Q
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الوحدة الأولى: المنطق والا�ستدلال
الن�شاط الرابع: اختزال الرموز

حول هذا الن�شاط
يتطلب هذا الن�شاط من طلاب المنهاج الإ�ضافي المتقدم 
الارتقاء بمعرفتهم عن ا�ستعمال الرموز في الريا�ضيات

- بما ي�شمل درا�سة النوحي التي قد تكون مجرد ملائمة �أو 
اعتيادية.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �قدرة قوية على الا�ستدلال الريا�ضي عند محاولة تب�سيط 	

العبارات المنطقية
• �امتلاك قدرات فوق معرفية )الوعي بالتفكير الذاتي 	

والريا�ضيات(، والا�ستعداد لتبرير تفكيرك الذي �أدى �إلى 
الحل

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الم�ستقل، 

والمناق�شات الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

فريد مخطئ �أو غير م�صيب. التعبير المكافئ هو 
)~a( ∨ )~b(

ال�س�ؤال الثاني
هذا �صحيح.

ال�س�ؤال الثالث
a | b ∧ a | c → a | b ⋅ c

ال�س�ؤال الرابع
~(~(a | b) ∨ ~(a | c)) → a | b ⋅ c

ال�س�ؤال الخام�س
تت�ضمن الإجابات الممكنة ما يلي:

• �هي كتابة العبارة بطريقة �أكثر و�ضوحًا و�أكثر �إيجازًا.	
• البرهنة على �إمكانية الحل.	
• �سهولة بيان التكاف�ؤ.	

فـر�ص التقويـم
�ستو�ضح الإجابات على ال��سؤال الثاني ما �إذا كان الطلاب 

يملكون الحد�س المبا�شر ب�صواب العبارات المنطقية الب�سيطة 
�أملا .

�أما ال��سؤالان الثالث والرابع فيتيحان للطلاب فر�صة �إظهار 
مدى قدرتهم على ا�ستعمال الرموز المنطقية، بما في ذلك 

الجديدة منها. 
هل بات ب�إمكان الطلاب ا�ستعمال الريا�ضيات لتب�سيط 

العبارات المنطقية؟
هل ي�ستطيع الطلاب تف�سير �أ�سباب ا�ستعمال �أ�ساليب معينة 

بالتعبير الكتابي �أو اللفظي؟ 
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الوحدة الثانية

المجموعات والبرهان
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نظرة عامّة
تتو�سع هذه الوحدة في موا�ضيع نظرية المجموعات وطرائق البرهان.

وهي تحوي �أمثلة تتطلب م�ستوى عاليًا من المثابرة، وا�ستقلالية في التفكير، وو�ضوح المفاهيم. 

الهدف التعلمي للوحدة
• الثقة والقدرة على ا�ستعمال طرائق متنوعة للبرهان مثل )المثال الم�ضاد، الجدل المنطقي، �أو الجدل غير المبا�شر(.	

المعرفة ال�سابقة
المعرفة بالأفكار الأ�سا�سية لنظرية المجموعات والرموز الخا�صة بها وطرق تمثيلها )�أ�شكال فِن، جداول ال�صواب(، بالإ�ضافة 

�إلى الأ�ساليب المختلفة للبرهان )البرهان غير المبا�شر، المثال الم�ضاد، الا�ستدلال الا�ستنتاجي(.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• م )الن�شاطان الثاني والرابع(	 المثابرة �أو العمل المنهجي المنظَّ
• الا�ستقلالية )الن�شاط الأول(	
• تحمّل حالة نق� صاليقين )الن�شاط الثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• و�ضوح المفاهيم )الن�شاط الرابع(	
• فهم "الأفكار الكبرى" )الأن�شطة الأول، والثاني، والثالث(	

مدة تدري�س الوحدة
حوالي �أ�سبوعين، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
الآلة الحا�سبة
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الوحدة الثانية: المجموعات والبرهان
الن�شاط الأول: �إثبات عبارات ب�سيطة

حول هذا الن�شاط
يعزز هذا الن�شاط درا�سة البراهين، ويجب تجريبه مع طلاب 
المنهاج الإ�ضافي المتقدم في مجموعات منف�صلة وذلك 
لت�شجيعهم على العمل با�ستقلالية )مع ا�ستمرار تقديم 

الم�ساعدة لهم عند ال�ضرورة(.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �القدرة على فهم البرهان ومن ثم �إن�شائه با�ستعمال 	

خ�صائ� صالأعداد وت�أثيرها في الح�سابات
• �الا�ستقلالية في اتخاذ القرارات، والقدرة على تبرير 	

خطوات التفكير، والعمل عبر ا�ستعمال الدلائل 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والمناق�شات الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

~)m و n �إما كلاهما زوجي �أو كلاهما فردي( 
⇐ m فردي وَ n زوجي �أو m زوجي وَ n فردي 

⇐ )m + n( فردي
⇐ )m + n( فردي

لذا، �إذا كان )m + n( زوجيًا ⇐ m و n كلاهما زوجي �أو 
كلاهما فردي

ال�س�ؤال الثاني
~)n زوجي(	 n فردي

p لعدد �صحيح n = 2p +1 	 	
n2 = (2p + 1)2 = 4p2+ 4p +1 		

		 n2 فردي
	 ~) n2 فردي( 	

لذلك 2n زوجي       n فردي

ال�س�ؤال الثالث
~)n فردي(	 n زوجي

p لعدد �صحيح n = 2p 		
n3 = 8p3 		
		 n3 زوجي

		 ~)n3 فردي(
لذلك n3 فردي  n فردي

 فـر�ص التقويـم
ت�شير �إجابات الطلاب على الأ�سئلة ال�سابقة �إلى مدى قدرتهم 
على معالجة البرهان ال�شكلي خطوة خطوة، وكذلك قدرتهم 
على موا�صلة الجدل المنطقي حتى التو�صل �إلى النتيجة 

النهائية.
هل �أظهر الطلاب فهمًا لكيفية عمل البرهان؟ وهل ا�ستطاعوا 

تتبع خطوات البرهان ب�سهولة؟
هل يحاول الطلاب التو�صل �إلى الحلول با�ستقلالية عن 

المعلم قبل طلب الم�ساعدة منه �أو من �أقرانهم؟

>ــــــــ
>ــــــــ
>ــــــــ

>ــــــــ
>ــــــــ

>ــــــــ

>ــــــــ
>ــــــــ
>ــــــــ
>ــــــــ
>ــــــــ

>ــــــــ
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الوحدة الثانية: المجموعات والبرهان
الن�شاط الثاني: المثال الم�ضاد

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �القدرة على فهم البرهان، ومن ثم �إن�شائه با�ستخدام 	

الأمثلة الم�ضادة
• �المثابرة لتخطي العوائق في حالة عدم �صحة الإجابة 	

النهائية، �أو عدم التو�صل �إلى الإجابة النهائية المقبولة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي والعمل في مجموعات والمناق�شة ال�صفية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

n =  6 تعطي النتيجة 64، وكلا العددان 63 و65 لي�سا �أوليين.

ال�س�ؤال الثاني
�أول عدد لا تنطبق عليه القاعدة هو n = 20 )حيث �أن 119 

يقبل الق�سمة على 7، و 121 يقبل الق�سمة على 11(.

ال�س�ؤال الثالث
�أحد الا�ستثناءات هو عندما n = 41 حيث تعطي العبارة 

النتيجة 41 × 83.

ال�س�ؤال الرابع
هذا ينطبق على كل الأعداد غير المربعة، ولكن كل الأعداد 

المربعة لها عدد فردي من العوامل، على �سبيل المثال عوامل 
9 هي 1، 3، 9.

13

الن�شاط	الأول
اإثبات عبارات ب�سيطة

�شي�شاعدنا	التكافوؤ	التالي	⟹ ~a	≡ ~b	⟹ b	a		في	البرهان.	
في	الأ�شئلة	التالية،	يكون	m	وn	عددان	�شحيحان	موجبان.

ا�شتخدم	العبارة⟹ ~a	≡ ~b	⟹ b	a		لإثبات	اأن:	 	-1
اإذا	كان	n	+	m	عددًا	زوجيًا	⟸			m	و	n	اإما	زوجيان	كلاهما	اأو	فرديان	كلاهما.	 	

اأثبت	اأنه:	اإذا	كان	n2	عدداً	زوجيًا	⟸	n	عدد	زوجي.	 	-2

اأثبت	اأنه:	اإذا	كان	n3	عددًا	فرديًا	⟸	n	عدد	فردي. 		-3

الن�شاط	الثاني
المثال الم�ساد

العبارات	التالية	جميعها	خطاأ.	
	منها	باإعطاء	مثال	م�شاد. اأثبت	خطاأ	كلٍّ

كل	عدد	�شحيح	يمكن	كتابته	على	ال�شورة	2n	يوجد	بجانبه	عدد	اأولي	يكبره	بواحد	اأو	ي�شغره	بواحد. 	-1

كل	عدد	�شحيح	يمكن	كتابته	على	ال�شورة	6n	يوجد	بجانبه	عدد	اأولي	يكبره	بواحد	اأو	ي�شغره	بواحد.	 		-2

كل	عدد	يمكن	كتابته	على	ال�شورة	41	+	41n	+	n2		هو	عدد	اأولي.	 	-3

كل	عدد	�شحيح	له	عدد	زوجي	من	العوامل،	فعلى	�شبيل	المثال،	عوامل	العدد	24	هي	1	و24،	2	و12،	3	و8،	4	و6	 	-4
)عددها	8(.

اأعلى	قيمة	للزاوية	الداخلية	في	ال�شكل	الرباعي	هي	°179	)مقربة	اإلى	اأقرب	عدد	�شحيح(. 	-5

	الفرق	بين	مربعي	عددين	�شحيحين	مختلفين	يكون	دائماً	اأكبر	من	الفرق	بين	العددين	ال�شحيحين.	 	-6

�شمن	كل	1000	عدد،	)مثل		1000	و1999(	يوجد	عدد	مربع	واحد	على	الأقل. 		-7

يوجد	عدد	اأولي	واحد	على	الأقل	في	كل	عقد	من	ال�شنوات	)مثلًا:	العقد	30-39	ي�شم	ال�شنوات	31	و37(. 		-8

الهدف التعليمي للوحدة
• الثقة	والقدرة	على	ا�شتعمال	طرائق	متنوعة	للبرهان	مثل	)المثال	الم�شاد،	الجدل	المنطقي،	اأو	الجدل	غير		

المبا�شر(.

معلومات عن الوحدة

حول هذا الن�شاط
لقد �صممت �أ�سئلة الن�شاط ح�سب تدرج �صعوبتها، لذلك 

نلاحظ �أن بع� ضالأ�سئلة الأولى ي�سهل حلها بوا�سطة الطلاب 
غير الم�شاركين في مجموعات المنهاج الإ�ضافي المتقدم. 
ومع ذلك، ف�إن الغر� ضمن الن�شاط هو تعزيز �أداء طلاب 

المنهاج الإ�ضافي المتقدم �أثناء قيام الطلاب الآخرين ب�أداء 
مهام �أخرى. ومن المفتر�� ضأن الطلاب يدركون مبد�أ المثال 
الم�ضاد من خلال درا�ستهم للمنهاج الأ�سا�سي، لذا يمكنهم 

العمل با�ستقلالية عند محاولة التو�صل �إلى تلك الأمثلة. وقد 
يلج�أ بع� ضالطلاب �إلى �أ�سلوب التجريب والتح�سين لإثبات 
بع� ضالعبارات، ويجب على المعلم ملاحظة الأوقات التي 
يحتاج فيها الطلاب �إلى "تجريب الإجابات" ويتوقفون عن 

تذكّر ما تعلموه من خبراتهم ال�سابقة.
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ال�س�ؤال الثامن
يتطلب هذا ال��سؤال قليلًا من البحث، قد يعدّ الطلاب المبدعون 

قائمة بالأعداد الأولية من الإنترنت.
�إن �أ�صغر عقد لا يحتوي �أعدادًا �أولية هو 330-320. وتقبل 
الأعداد الزوجية الق�سمة على 2، �أما العددان 321 و 327 
فيقبلان الق�سمة على 3، في حين يقبل العدد 323 الق�سمة 

على 19 و 17 ويقبل 325 الق�سمة على 5 ويقبل 329 الق�سمة 
على 47 و  7.

فـر�ص التقويـم
ي�سمح كل ��سؤال من هذه الأ�سئلة ب�إظهار قدرة الطلاب على 

�إيجاد حالات منا�سبة لتكون �أمثلة م�ضادة، دون الحاجة �إلى 
ا�ستعمال �أ�سلوب معين للتو�صل �إليها. وبذلك ف�إن التقويم 

يعتمد على الطريقة الم�ستعملة. وقد تحتاج بع� ضالأمثلة من 
الطلبة تفكيراً تحليلياً �أو بنائيًا، مثلًا في ال��سؤال 3 حيث 

من �أن 41  يكون هذا التفكير مطلوباً لمعرفة �أن n = 41 ت�ضْ
هو �أحد العوامل. �أما الأ�سئلة الأخرى، مثل ال��سؤال 8، فتدل 

على المثابرة للتو�صل �إلى حل.
هل يمكن للطلاب النظر �إلى البرهان من عدة زوايا و�إثباته 

با�ستعمال المثال الم�ضاد؟
هل يحاول الطلاب ا�ستعمال التجربة والخط�أ في عملهم 

للتو�صل �إلى البرهان؟

ال�س�ؤال الخام�س
هذا ينطبق على الأ�شكال الرباعية المحدبة كلها، لكنه لا 

ينطبق على المقعر منها. مثال:

ال�س�ؤال ال�ساد�س
�إذا كان �أحد العددين ال�صحيحين �سالباً، والفرق بين القيمة 
المطلقة لكل منها ي�ساوي 1 ، ف�إن الفرق بينهما هو الفرق 

نف�سه بين مربعيهما.
فعلى �سبيل المثال:

الفرق بينهما = 9   4-  و  5 	
الفرق بينهما = 9 2)4-(  و  52	

يمكن متابعة ذلك بطرح ال��سؤال: هل تنطبق هذه العلاقة 
دائماً، ثم محاولة تف�سير ال�سبب.

ال�س�ؤال ال�سابع
على الرغم من وجود �أمثلة �أقل من المليون، �إلّا �أن العدد الذي 

ي�سهل �إيجاده وفهمه هو الواقع بين مربع 1000 ومربع 
.999

مربع 1000 ي�ساوي 1000000
مربع 999 ي�ساوي 998001

لذا لا يوجد مربع كامل بين العددين 999000 و999999.
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الوحدة الثانية: المجموعات والبرهان
الن�شاط الثالث: برهان خط�أ

حول هذا الن�شاط
يت�ضمن هذا الن�شاط برهانين خط�أ معروفين، حيث يو�ضحان 

طرائق مختلفة لإثبات �أن البرهان خط�أ. ومن المرجح �أن 
يثير هذا الن�شاط النقا� شبين الطلاب، لذا يقوم طلاب موهبة 

بتنفيذه ب�شكل م�ستقل عن بقية الطلاب.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• القدرة على فهم البرهان، ومن ثم �إن�شاء برهان من 	

البراهين الخط�أ با�ستعمال المنطق الريا�ضي
• القدرة على تقبل عدم اليقين في خطوات الحل ونتائجه، 	

وال�سعي للعمل على البرهان خطوة بخطوة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والمناق�شات الجماعية. 
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

 ،A من B يعتمد "الجدل" الأول على الجدل ب�أنه �إذا نتجت
وكانت B �صحيحة، ف�إن A �صحيحة. الخطوات في البرهان 
مقبولة، ولكن المغالطة تكمن في الهيكل الإجمالي للجدل 
نف�سه، حيث تعرف هذه المغالطة با�سم "الخط�أ العك�سي".
�إحدى الطرائق الأخرى لتناول هذا ال��سؤال هي ا�ستعمال 
جدول ال�صواب، حيث A هي الفر�� ضأن 2 = 1 ، وَ B هي 

ناتج العبارة 3 = 3.

�شروط �صواب العبارة B تت�ضمن حالتين، هما عندما تكون 
 A صحيحة �أو عندما تكون خط�أ، وفي هذه الحالة تكون� A

خط�أ.

ال�س�ؤال الثاني
لهذا الجدل هيكل �إجمالي �سليم، �إ لافي خطوة واحدة ت�شتمل 
على قانون ريا�ضي، حيث تت�ضمن الخطوة ق�سمة كل طرف 
على ’x - y، وحيث �أن x معرفة على �أنها ت�ساوي y، فهذا 

يعني �أننا ق�سمنا على ال�صفر، وهذا م�ستحيل.

ال�س�ؤال الثالث
يهدف هذا ال��سؤال �إلى جعل الطلاب يتفكرون في مختلف 
طرائق الا�ستدلال، �إذ توجد �إجابتان �صحيحتان على الأقل.

الإجابة الأولى ت�ستعمل المنطق الريا�ضي )كما في الحالة 
الأولى( لإثبات �أن بنية الجدل خط�أ. في حين ت�ستعمل الثانية 
الا�ستدلال الريا�ضي )كما في الحالة الثانية( لتحديد خطوة 

خط�أ ريا�ضيًا.
ولكن، توجد �إجابة �صحيحة �أخرى هي القول �إن المنطق 

الريا�ضي جزء من الريا�ضيات، لذا ف�إن كلتي الحالتين مثال 
على ا�ستعمال الا�ستدلال الريا�ضي لإثبات خط�أ الجدل.

فـر�ص التقويـم
تبيِّن الإجابات ال�صحيحة على ال��سؤال الأول �أن الطلاب لديهم 
�إدراك وا�ضح )وربما حد�سي( ب�أن الهيكل الإجمالي لجدل ما 
قد ينطوي على مغالطة. وبالمثل، ف�إن الإجابة على ال��سؤال 
الثاني ت�شير �إلى مدى قدرة الطلاب على الانتباه الدقيق 

للتفا�صيل في كل خطوة للك�شف عن انطواء الجدل على قانون 
ريا�ضي دقيق، ولكنه حا�سم.

هل يطبق الطلاب المنطق عند �إيجاد طريقة لإثبات خط�أ 
برهان ما؟

هل اتبع الطلاب �أ�سلوب ا�ستق�صاء ثابت في جميع خطوات 
التو�صل �إلى الحل؟ وهل ا�ستطاعوا تطبيق معارفهم الريا�ضية 

بطريقة �صحيحة؟
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الوحدة الثانية: المجموعات والبرهان
الن�شاط الرابع: �أ�شكال فن

حول هذا الن�شاط
ينظر هذا الن�شاط �إلى �أ�شكال فِن الأكثر تعقيداً، من حيث 

ا�ستعمال رموز المجموعة والانتماء �إلى مجموعات مختلفة. 
ومن المرجح �أن يحتاج الطلاب �إلى الدعم لم�ساعدتهم على 

معرفة المطلوب، لذا يجب تنفيذ هذا الن�شاط �ضمن مجموعات 
الطلبة الموهوبين. ومن المفيد �أن ين�سخ الطلبة الأ�شكال 
البيانية وتظليل بع� ضالأجزاء لمعرفة ما الذي ت�شير �إليه 

الأ�سئلة. كما يمكن للمعلم �إجراء تكرار وجيز لتذكير الطلاب 
بالرموز المتعلقة بالمجموعات.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• امتلاك الو�ضوح المفاهيمي فيما يتعلق بالمجموعات 	

وا�ستعمال الرموز للتعبير عن العلاقات
• اتباع �أ�سلوب منهجي منظم في تناول الم�سائل عبر 	

الا�ستعمال الثابت للرموز والقواعد الريا�ضية ال�سليمة 
عند تطبيقها على المجموعات

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والمناق�شات الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

A ∩( B ∪ C (  1   هي
B ∩ A ∩ C   2   هي

B ∩ (A ∪ C(   3   هي
A ∩ B ∩ C   4   هي
 A ∩ C ∩ B  5   هي
 B ∩ C ∩ A  6   هي

 C ∩ (B ∪ A(  7   هي
 (A ∪ B ∪ C(  8   هي

قد يختلف ترتيب الرموز، فمثلًا يمكن �إجابة الفرع الثامن 
  (B ∪ C ∪ A (:من ال��سؤال الأول كما يلي
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ال�س�ؤال الثاني
�أول عدد لا تنطبق عليه القاعدة هو n = 20 )حيث �أن 119 

يقبل الق�سمة على 7 و121 يقبل الق�سمة على 11(.

ال�س�ؤال الثالث
مثلًا، في المنطقة 1، �إذا كانت الإجابة هي:

 A ∩ (B ∪ C) فيمكن تكوين جدول ال�صواب التالي لهما:

A B C 1 2 3 4 5 6 7 8 
∈ ∈ ∈ ∉ ∉ ∉

∈ ∈ ∈
∈∈

∉ ∉ ∉ ∉
∈ ∈ ∉ ∉ ∈ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉
∈ ∉ ∈ ∉ ∉ ∉ ∉ ∈ ∉ ∉ ∉
∈ ∉ ∉ ∈ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉
∉ ∈ ∈ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∈ ∉ ∉
∉ ∈ ∉ ∉ ∉

∉
∉ ∉ ∉ ∉ ∉

∉ ∉ ∈ ∉ ∉
∈

∉ ∉
∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∉ ∈

A B C B ∪ C   B ∪ C A ∩  B ∪ C
T T T T F F
T T F T F F
T F T T F F
T F F F T T
F T T T F F
F T F T F F
F F T T F F
F F F F T F

A B C C B ∩ A ∩ C

T T T F F
T T F T T
T F T F F
T F F T F
F T T F F
F T F T F
F F T F F
F F F T F

ال�س�ؤال الرابع
 Fو T يجب �أن تتناظر الجداول، �أي يجب �أن يتطابق النمطان

في ال��سؤال الثالث مع النمطان∈ و∈ في ال��سؤال الثاني. 
ويعتبر هذا التناظر دليلًا قوياً على �صحة الاثنين، ولكن يوجد 
ا احتمال �أن الاثنين خط�أ، رغم تطابقهما، وبالتالي ف�إن  �أي�ضً

التناظر لا يعتبر دليلًا قاطعاً على �صحة الإجابة.

فـر�ص التقويـم
تعك�س �إجابات الطلاب على ال��سؤال الأول مدى فهمهم للرموز 
النظرية للمجموعات وقدرتهم على ا�ستعمالها في و�صف 

مناطق مختلفة في �أ�شكال فِن. �أما الإجابة على ال��سؤال الثاني 
ف�ستبين مدى التزامهم ب�أ�سلوب منهجي منظم في تغطية كل 
الاحتمالات الممكنة ومدى قدرتهم على توخي الدقة في 

التفا�صيل. ويتيح ال��سؤالان الثالث والرابع فر�صة للطلاب كي 
يو�ضحوا �إذا كان ب�إمكانهم تمثيل نواحي �أ�شكال فِن بدقة في 

جداول ال�صواب.
هل يمثل الطلاب العلاقات الم�ستمدة من �أ�شكال فِن بو�ضوح 

وبا�ستعمال الرموز ال�صحيحة؟
هل الطلاب م�ستقوق وملتزمون ب�أ�سلوب منهجي منظم في 

جميع خطوات حل الم��سألة؟
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الوحدة الثالثة

الم�ستقيمات المتوازية
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نظرة عامّة
تثري هذه الوحدة م�ضمون المنهاج الأ�سا�سي في مجال الم�ستقيمات المتوازية من خلال ا�ستك�شاف بع� ضخ�صائ�صها في 

الأ�شكال والم�ستوى الإحداثي.

الأهداف التعلمية للوحدة
• تو�سيع فهم الم�ستقيمات المتوازية	
• زيادة الإدراك بالم�ستقيمات المتوازية في الأ�شكال الهند�سية	
• القدرة على ا�ستعمال الفرق في الإحداثيات لح�ساب الم�سافات	

المعرفة ال�سابقة
• معرفة خ�صائ� صالم�ستقيمات المتوازية بما في ذلك نظريات الزوايا المرتبطة بالتوازي	
• معرفة الم�ستقيمات المتوازية في الم�ستوى الاحداثي	
• معرفة نظرية فيثاغور�س	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• المرونة )الن�شاط الثاني(	
• الا�ستق�صاء )الن�شاطان الأول، والثاني (	

المهارات المتقدمة
• القدرات فوق المعرفية )الن�شاط الرابع(	
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط الثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• الربط بين مختلف مجالات الريا�ضيات )الن�شاط الثالث(	
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاط الأول(	
• فهم "الأفكار الكبرى" )الن�شاط الرابع(	

مدة تدري�س الوحدة
�أ�سبوعان، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
ورق ر�سم بياني، �أوراق للم�سودات، م�ساطر ومناقل
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الوحدة الثالثة: الم�ستقيمات المتوازية
الن�شاط الأول: الأ�شكال المتوازية

حول هذا الن�شاط
هذا ن�شاط ا�ستك�شافي يو�سع درا�سة الم�ستقيمات المتوازية من 

خلال النظر في ت�أثيرها على الأ�شكال الهند�سية. والنقطة 
الرئي�سة المطلوب ا�ستيعابها في هذا الا�ستق�صاء هي �أن 
العلاقات بين الزوايا تظل ثابتة عند ر�سم المتوازيات. 

ونتيجة لذلك يحافظ المثلث على �شكله )الزوايا تحدد ال�شكل( 
فيما لا تتوافر هذه الخا�صية في بقية الأ�شكال، فقد ي�صبح 
المربع م�ستطيلًا )والذي تت�ساوى زواياه مع زوايا المربع( 

والأ�شكال التي بها زوايا �أكثر يمكن �أن تتحول �إلى خليط من 
الم�ستقيمات.

قد يكون من المهم التذكير بخ�صائ� صالأ�شكال ثنائية 
الأبعاد.

قد يرتبك بع� ضالطلاب عند الإجابة على �أ�سئلة هذا الن�شاط 
ب�سبب طبيعة الا�ستق�صاء، حيث �أنه مفتوح ويفتقد �إلى 

توجيهات محددة حول المطلوب. ولذا يجب ت�شجيع الطلاب 
على ا�ستخدام الورق الإ�ضافي لر�سم م�سودات بالأ�شكال 
التقريبية، مع توخي الدقة والتنظيم في كتابة الإجابات 

النهائية ون�سخ الأمثلة من الم�سودات.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية فيما يخ� ص	

الأ�شكال الهند�سية والم�ستقيمات المتوازية
• �اتباع �أ�سلوب الا�ستق�صاء عند نمذجة الم��سألة وحلها	

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
المناق�شة ال�صفية بعد العمل الفردي لفترة من الوقت 
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

هذا �صحيح.  	 )a
لا. المقا�س مختلف. 	 )b

نعم، �ستكون متطابقة الأ�ضلاع )عند ر�سمها بدقة(.  	 )C
نعم، لأنه يتم حفظ العلاقات بين الزوايا في  	)d

الم�ستقيمات المتوازية، وبالتالي ف�إن المثلث الجديد 
�سيكون �شبيهاً بالأ�صلي.

ال�س�ؤالان الثاني والثالث
نعم، ينتج دائمًا مثلث م�شابه للمثلث الأ�صلي. )ولل�سبب 

نف�سه.(

ال�س�ؤال الرابع
�إذا ظلت الم�ستقيمات المتوازية متباينة فيما بينها، ف�إن 
ال�شكل الناتج �سيكون م�ستطيلًا. �أما �إذا كانت الم�سافة بين 

الم�ستقيمات المتوازية الجديدة مت�ساوية لكل م�ستقيمين ف�إن 
ال�شكل الناتج �سيكون مربعًا.

ال�س�ؤال الخام�س
�سنح�صل على خما�سي منتظم فقط في حالة كون 

الم�ستقيمات الجديدة ناتجة من تحويلات هند�سية متطابقة 
لأ�ضلاع الخما�سي الأ�صلي )�أي الإزاحة �أو التمدد(. وخلافًا 
لذلك �ستكون الأنماط في النواتج �أقل و�ضوحًا. ومهما كانت 
طريقة العمل، ف�إن �أربعة من الم�ستقيمات الجديدة �ستكوّن 
�شكلًا رباعيًا في مكان ما، و�إذا قطعها الم�ستقيم بحيث تقع 

ثلاثة ر�ؤو�س على جانب واحد، ف�إننا نح�صل على �شكل 
خما�سي. وكثيراً ما تُكوِّن الم�ستقيمات المتوازية ت�شكيلة من 

المثلثات والأ�شكال الرباعية.

فـر�ص التقويـم
�ستك�شف �إجابات الطلاب على ال��سؤالين الرابع والخام�س عن 

قدرتهم على التعامل مع الا�ستق�صاء الريا�ضي، وينجحون فيه 
ويتمتعون به، حيث يحتاجون في هذا الا�ستق�صاء �إلى تنظيم 

عملهم والاختيار بين الخطوات البديلة.
هل ي�ستخدم الطلاب خ�صائ� صالأ�شكال الهند�سية 

والم�ستقيمات المتوازية بو�ضوح لنمذجة الم��سألة و�إيجاد 
الحلول؟

هل ي�ستخدم الطلاب �أ�سئلة على غرار " ماذا لو" في نقا�شاتهم؟
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الوحدة الثالثة: الم�ستقيمات المتوازية
الن�شاط الثاني: الم�ستقيمات المتوازية في الأ�شكال الهند�سية

حول هذا الن�شاط
يمكن الا�ستفادة من هذا الن�شاط في تو�سيع نطاق التمارين 

الخا�صة بالزاويا والم�ستقيمات المتوازية. وقد يحتاج 
الطلاب �إلى ملخ� ص�سريع لتذكيرهم بخ�صائ� صالزوايا 

المتبادلة والمتناظرة. وت�ستدعي الأ�سئلة من الطلاب ال�شرح 
ل �إيجاد  ا منهم يف�ضِّ �أو البيان، بما ي�ستوعب �إحتمال �أن بع�ضً

قيا�سات الزوايا با�ستعمال الأ�شكال الهند�سية، في حين 
يف�ضل �آخرون ال�شرح بالكلمات. وكلا الأ�سلويين �صحيح.

يت�ضمن ال��سؤال الثاني فرع b وَ d ا�ستك�شاف حالات مختلفة 
للتو�صل �إلى تعميمات ريا�ضية. وال��سؤال الذي يبرر في هذه 

المواقف هو: ما عدد الحالات الذي يكفي للتو�صل �إلى 
تعميمات؟ وهو ��سؤال لا ت�سهل الإجابة عليه. ففي الغرف 
ال�صفية عادة ما تكون الإجابة: �أكبر عدد ممكن خلال مدة 
الح�صة، ولكن يمكن موا�صلة الن�شاط خارج غرفة ال�صف 

وبالتالي لا يظل ال��سؤال عالقاً. والجواب التقريبي هو: القدر 
ال�ضروري للت�أكد من �صحة التعميم، ولكن بع� ضالطلاب 

وعلماء الريا�ضيات لا ي�صلون �أبدا �إلى حالة اليقين، 
ويوا�صلون المحاولات �إلى ما لا نهاية.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• اتباع ا�سلوب الا�ستق�صاء بعقلية منفتحة والت�سا�ؤل دائماً 	

عن وجود نماذج مختلفة للم��سألة
• المرونة في المنهجية والا�ستفادة من حلول الطلاب 	

الآخرين لتح�سين الحل الذي تمت التو�صل �إليه

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الم�ستقل �أولًا، ثم �إجراء نقا� شفي ال�صف ب�أكمله.

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

نعم ، هما متوازيين. �إحدى طرق الحل هي �أن الزوايا الداخلية 
 DEو BC متكاملتان، وبالتالي ف�إن Dو C المتتالية عند

متوازيان.

ال�س�ؤال الثاني
مجموع قيا�سات الزوايا ي�ساوي 180 درجة. 	 )a

نعم، مجموعها 180 درجة دائماً عند تكوين �شكل  	 )b
النجمة.

�قد يحاول بع� ضالطلاب حل ال��سؤال ب�إعطاء رمز لكل  	
زاوية من الزوايا الداخلية الخم�س. ولكن لا يمكن 
ا�ستعمال ال�شكل ال�سدا�سي المحدب، لأن مد �أ�ضلاعه 

يعطي �شكلًا مختلفًا.
هناك 4 نقاط، ومجموع الزوايا عندها هو 180 درجة  	 )c

)لدينا عدد �أقل من الزوايا ب�سبب عدم تلاقي 
الم�ستقيمات المتوازية(.

نعم، دائماً يكون 180 درجة، حتى في حالة وجود  	 )d
�ضلعين متوازيين في ال�شكل الخما�سي )وثلاث نقاط 

فقط لتلاقي الأ�ضلاع( كما في ال�شكل �أدناه.
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وعليه، ف�إن تحديد مجموع الزوايا الداخلية الناتجة عن 
تقاطع امتدادات الأ�ضلاع هي طريقة �أخرى لإثبات �أن 

الخما�سي يحوي �أ�ضلاعًا متوازية.

ال�س�ؤال الثالث
c(  نعم 	 b(  نعم 	 	 a( لا  		

هذا لأن AF توازي CD، وكذلك BC توازي EF )قد يقول 
بع� ضالطلاب �إن الأ�ضلاع لا تبدو متوازية، و�إن ذلك مجحف، 
على الرغم من �أن الر�سم يذكر �أنه غير مر�سوم بدقة. ومع ذلك، 

ف�إنه من المهم �ألّا يحكم الطلاب على مظهر ال�شكل وحده، 
حيث �أنه قد يكون م�ضللًا.

ويمكن الحكم على �صحة اختيار القطع الم�ستقيمة المتوازية 
بثلاثة طرق مختلفة:

• ح�سب مقدار الدوران من �ضلع �إلى �ضلع، حيث يقا�س هذا 	
	المقدار بالزوايا.

فمثلًا، الدوران من BC �إلى EF يعادل 90 + 50 + 40 
درجة، وكذلك الدوران من CD �إلى FA يعادل 50 + 40 

+ 90 درجة. وفي كل حالة ينتج ن�صف دورة كاملة، 
مما يعني �أن القطع الم�ستقيمة متوازية. والدوران من 
AB �إلى DE يعادل 50 + 90 + 45، �أي 185 درجة، 

وهذا يعني �أنهما غير متوازيين.
• يمكن تحديد م�ستقيم م�ستعر� ضبمدّ الأ�ضلاع ثم �إيجاد 	

زوايا �إ�ضافية ت�ساعدنا على تطبيق النظريات.

 X نجد �أن الزاوية ،X حتى يلتقيا في CB وكذلك FA ْعند مَد
تعادل 90 درجة )لأن قيا�س كل من الزاويتين عند A و B هو 

45 درجة(. لذا، يمكننا تطبيق نظرية الزوايا الداخلية 
المتتالية، وهي تبيِّن �أن CD توازي AF، و�أن BC توازي 

.EF

• بر�سم م�ستقيمات متوازية لمعرفة �إذا كان مقا�س الزوايا 	
ينطبق.	 
فعلى �سبيل المثال:

عند ر�سم م�ستقيم موازٍ لأحد الأ�ضلاع، يمكننا جمع قيم 
الزوايا لمعرفة �إذا كان موازياً لل�ضلع المقابل. في المثال 

المعطى، ف�إن الم�ستقيم المنقط المار بالر�أ�س E يوازي ال�ضلع 
AF، وهذا يعني �أن قيا�س الزاوية فوق هذا الم�ستقيم عند 

الر�أ�س E يجب �أن يكون 90 درجة، والزاوية تحت الم�ستقيم 
ت�ساوي 50 درجة. وبما �أن قيا�س الزاوية EDC هو 130، 

ومجموع 50 و130 ي�ساوي 180، ف�إن الم�ستقيم CD لا بد �أن 
.AF ٍيوازي الم�ستقيم المنقط، وبالتالي فهو مواز

فـر�ص التقويـم
يتطلب ال��سؤال  الثاني فرعb وd من الطلاب تجريب المزيد 

من الامكانات التي تو�صلوا �إليها. وهذه طريقة جديدة لتقويم 
ا�ستقلالية التفكير عند الطلاب. �أما �إجابة ال��سؤال الثالث فت�شير 
�إلى امتلاك الطلاب طلاقة في التعامل مع الزوايا ومرونة في 

التفكير خلال الحل.
هل ت�أكد الطلاب من ا�ستك�شافهم للطرق الممكنة جميعها في 

النموذج؟
هل ي�ستطيع الطلاب ا�ستخدام حلول زملائهم وفهمها في 

�أثناء المناق�شة ال�صفية؟
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الوحدة الثالثة: الم�ستقيمات المتوازية
الن�شاط الثالث: متوازي الأ�ضلاع

حول هذا الن�شاط
يو�سع هذا الن�شاط مفهوم التوازي في الم�ستوى الإحداثي من 

خلال عر�� ضأ�سئلة متنوعة عن متوازي الأ�ضلاع.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• تقدير الترابط بين مجالات الريا�ضيات المختلفة 	

با�ستعمال العلاقات بين الأعداد وتطبيقها على 
الم�ستوى الإحداثي.

• القدرة على تكوين �صور ذهنية وا�ضحة عند نمذجة 	
الم�سائل، مع محاولة حلّ بع� ضالم�سائل دون ر�سم 

الأ�شكال البيانية.

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي �أولًا، يتبعه �إجراء مناق�شة جماعية 
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ال�س�ؤال الثالث
)186 ,32( و)68- ,64( و)92- ,104-( 	)a

اختر �أي نقطتين ثم اح�سب الفروق في الإحداثيات  	 )b
	بينهما، ثم �أ�ضف ذلك �إلى �إحداثيات النقطة الثالثة.

فعلى �سبيل المثال، بالن�سبة للنقاط )3 ,12(، )7 ,22( 
و )8 ,34(، اختر النقطتين )3 ,12( و)8 ,34(. الفرق هو 
22+ و5+. ثم ب�إ�ضافته للنقطة )7 ,22( تح�صل على 

.)44, 12(
�تختلف تف�سيرات الطلاب، لذا ينبغي الحكم وفقاً  	

ل�شروطهم ومعاييرهم.

فـر�ص التقويـم
تم اختبار القدرة على تكوين ال�صور الذهنية في ال��سؤال 
الثاني الفرع b ، وكذلك عبر �أحد الإجابات على ال��سؤال 3 
الفرع a على الأقل، والذي يبعد عن الم�ستوى الإحداثي. وقد 

يحتاج الطلاب الذين تقل قدراتهم على تكوين ال�صور الذهنية 
 ، b إلى ا�ستعمال ورقة للإجابة على ال��سؤال الثاني الفرع�

وورقة �أكبر للإجابة على ال��سؤال الثاني الفرع a. كما 
�سيرغبون في الر�سم على الورقة بدلًا من الاكتفاء بالنظر �إلى 

الر�سوم. 
هل ي�ستطيع الطلاب الربط بين معرفتهم بالأعداد وبين 

العلاقات بينها في الم�ستوى الإحداثي؟ 
هل ي�ستطيع الطلاب تحديد مواقع النقاط بالنظر �إلى قيمة 
الاحداثيات فح�سب، دون الحاجة �إلى ر�سمها على الم�ستوى 

الإحداثي؟ 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

نعم.
الزاوية ADE ت�ساوي 75 درجة، لأن المثلث ADE متطابق 

	ال�ضلعين. قيا�س الزاوية ADC ت�ساوي 105 درجة. 
وبما �أن هناك زاويتين متقابلتين مت�ساويتين و�ضلعين 

متقابلين مت�ساويين ف�إن ال�شكل متوازي �أ�ضلاع.

ال�س�ؤال الثاني
نعم. 	 )a

�لأن الفرق متكافئ في الإحداثيات ال�سينية بين كل  	�
ا  نقطتين، وكذلك الفرق في الإحداثيات ال�صادية �أي�ضً
متكافئ، ف�إن كل �ضلعين متقابلين لهما الطول نف�سه 

والاتجاه نف�سه. وبما �أن كل �ضلعين متقابلين 
مت�ساويان ومتوازيان ف�إن ال�شكل الناتج متوازي 

�أ�ضلاع. 
نعم. 	 )i( 	 )b

�عند ترتيب النقاط في مجموعات ثنائيةهكذا  	 	
المجموعة الأولى )10 ,6( �إلى )5 ,7(، 

والمجموعة الثانية (11 ,8) �إلى )6 ,9(لا حظ 
�أن محور ال�سينات زاد من 6 �إلى 7 بمقدار 1 
في المجموعة الأولى وكذلك من 8 �إلى 9 

وبمقدار 1 في المجموعة الثانية .
                      كذلك في محور ال�صادات انخف� ضمن 10 �إلى 
5 في المجموعة الأولى وكذلك  5 وبمقدار 

انخف� ضمن 11 �إلى 6 وبمقدار 5 في 
المجموعة الثانية وهذا يعني �أن القطعتين 
الم�ستقيمتين الناتجتين عن و�صل الزوجين 
المرتبين في كل مجموعة لهما الطول نف�سه 
والإتجاه نف�سه، وكذلك الحال في المجموعة 
الثالثة )10 ,6( �إلى )11 ,9( والمجموعة 
الرابعة )5 ,7( �إلى )6 ,9(لا حظ �أن محور 
ال�سينات زاد من 6 �إلى 8 بمقدار 2 في 

المجموعة الثالثة ومن 7 �إلى 9 وبمقدار 2 في 
المجموعة الرابعة.

                      كذلك في محور ال�صادات زاد من 10 الى 11 
وبمقدار 1 ومن 5 �إلى 6 وبمقدار 1 ، لذا 

فال�شكل متوازي �أ�ضلاع.
	

لا؛ لأن الفرق بين النقطتين )3 ,8( �إلى )7 ,8(  	 )ii( 	
يختلف عن الفرق للنقطتين )5 ,10( �إلى     
)10 ,10( ، وكذلك ف�إن الفروق في النقطتين 

)3 ,8( �إلى )5 ,10( ،  يختلف عن الفرق 
للنقطتين )7 ,8( �إلى )10 ,10( 

 على الرغم من �أن ال��سؤال لا ي�ستدعي ر�سمًا، �إ� لاأن بع� ضالطلاب
 قد يعملون مخططًا �سريعًا ي�ساعدهم على اختيار

النقاط والمقارنة بين الفروق
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الوحدة الثالثة: الم�ستقيمات المتوازية
الن�شاط الرابع: المربعات في الم�ستوى الإحداثي

حول هذا الن�شاط
يو�سّع الن�شاط درا�سة الم�سافة بين الم�ستقيمات المتوازية في 
الم�ستوى الإحداثي. ويبد�أ الن�شاط بداية مبا�شرة ن�سبياً، ولكنه 

ي�صبح �أكثر تحدياً لأن ح�ساب الم�سافات يتطلب ا�ستعمال 
نظرية فيثاغور�س. وعند العمل مع ال�صف ب�أكمله، قد يحتاج 

الطلاب خارج برنامج موهبة �إلى بع� ضالم�ساعدة في 
التو�صل �إلى الإجابات، بينما يجب �إف�ساح المجال �أمام 

طلاب موهبة للتو�صل �إليها ب�أنف�سهم. وربما يكون ا�ستخدام 
الأدوات الهند�سية �ضرورياً لر�سم بع� ضالأ�شكال.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• فهم "الأفكار الكبرى" في الريا�ضيات من خلال 	

ا�ستخدامها للتو�صل �إلى حلول الم�سائل المتعلقة بمواقع 
النقاط و�إحداثياتها.

• امتلاك القدرات فوق المعرفية )الوعي بالتفكير الذاتي 	
والريا�ضيات( والقدرة على تبرير طريقة التفكير 

با�ستعمال خ�صائ� صالأ�شكال.

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
مناق�شات في ال�صف ب�أكمله بعد بع� ضالعمل الم�ستقل 

والجماعي

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

يخت� صهذا ال��سؤال بالإن�شاء الهند�سي لتقديم �إحدى الأفكار 
المهمة في الن�شاط.

ال�س�ؤال الثاني
)8, 9( ،)8, 4( ،)3, 9( ،)3, 4( 	)a

25 وحدة مربعة 	)b

ال�س�ؤال الثالث
	توجد �إجابات ممكنة عددية على ال�صورة: 

)x+10, y+10( ،)x+10, y( ،)x, y+10( ،)x, y(

ال�س�ؤال الرابع
25 وحدة مربعة.

	البعدان الأفقي والر�أ�سي هما 3 و 4، لذا ف�إن طول كل �ضلع هو
 42 + 32       ، �أي 5 وحدات.

ال�س�ؤال الخام�س
قد يحتاج الطلاب �إلى الم�ساعدة في �إن�شاء النماذج. 

توجد �إجابات عددية ممكنة على ال�صورة:
)a+14, b-2( ،)a+8, b+6( ،)a+6, b-8( ،)a, b(

�أو
)a+14, b+2( ،)a+6, b+8( ،)a+8, b-6( ،)a, b(

يجب �أن يكون البعدان الأفقي والعمودي 6 و 8 لذا، يكون 
طول كل �ضلع82 + 62     ، �أي 10 وحدات، وحتى نح�صل على 
م�ستطيل يجب �أن نعك�س �إحداثيات نقطتين منها. وقد يرغب 
الطلاب في ر�سم مثال للمربع لكي يدركوا �أن �أطوال الأقطار 
هي التي تحدد الإحداثيات. ويجب عك�س الم�سافة الإحداثية 

لأحد الأزواج من �أجل الح�صول على زاوية عمودية.
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ال�س�ؤال الثامن
وحدات الم�ساحات الممكنة هي:                                             

1 ،2 ،4 ،5 ،8 ،9 ،10 ،13 ،16 ،17 ،18 ،20.
هذا لأنه من الممكن جعل طول �ضلع كل مربع م�ساوياً للجذر 
التربيعي لهذه الأعداد، وبع�ضها يكون وترًا لتراتيب مختلفة 
للفرق في الإحداثيين ال�سيني وال�صادي. فمثلًا، طول �ضلع 
المربع عندما يكون الإحداثيين ال�سيني وال�صادي 3 و2 هو 
مربع 22 + 32      وم�ساحته 13 وحدة مربعة، وذلك بتطبيق 

نظرية فيثاغور�س.
ولكن، فروق الإحداثيين ال�سيني وال�صادي التي تنتج عددًا 
	�أقل من 20 هي: )1 ,1( و )2 ,1( و )3 ,1( و )4 ,1( و )2 ,2( 

و )3 ,2( و )4 ,2( و )3 ,3(.
وهذه القيم تعطي المربعات: 18 ,20 ,13 ,8 ,17 ,10 ,5 ,2 

على التوالي.

فـر�ص التقويـم
�إجابات الطلاب على الأ�سئلة الأولى �ستكون دليلًا على 
طلاقتهم في التعامل مع الم�ستوى الإحداثي وقواعد 

الم�ستقيمات المتوازية في هذا ال�سياق، في حين تظهر 
�إجابتهم على الأ�سئلة الأخيرة فهمهم لنظرية فيثاغور�س 

وقدرتهم على تطبيقها.
هل ي�ستطيع الطلاب ا�ستعمال خ�صائ� صالأ�شكال لإن�شاء 

نماذجهم الخا�صة والتو�صل �إلى حلول الم�سائل؟
هل ي�ستطيع الطلاب التعبير عن تفكيرهم لفظياً وكتابياً؟

ال�س�ؤال ال�ساد�س
هذا ينتج مبا�شرة �إذا تمت مراعاة عك�س الم�سافة  	 )a

الإحداثية في كل مرة. 
الإجابة العامة هي: "لأن �أطوال الأ�ضلاع مت�ساوية"،  	 )b

ولكن يجب الإجابة بدقة على كل ��سؤال.
�التغيران الأفقي والر�أ�سي لكلا الم�ستقيمين  	)i(

مت�ساويان.
�عك�ست الإحداثيات الأفقية والر�أ�سية. 	)ii(

�المكونات الأفقية والر�أ�سية للم�سافات العمودية  	)iii(
هي نف�سها، حتى بعد عك�سها.

�يجب على الطلاب في كل حالة ا�ستعمال نظرية  	)b
فيثاغور�س لإيجاد طول ال�ضلع ثم تربيعه لإيجاد 

الم�ساحة.
من المحتمل �ألّا تكون �أطوال الأ�ضلاع دقيقة، و�سيرغب بع� ض
الطلاب في �إيجاد الإجابة التقريبية، ومن ثم يح�صلون على 

الإجابة التقريبية للم�ساحة. �أما الذين يحتفظون بطول ال�ضلع 
على �شكل جذر تربيعي ف�سيح�صلون على قيمة دقيقة 

للم�ساحة. وهذا �أف�ضل الطرق لحل ال��سؤالين ال�سابع والثامن

ال�س�ؤال ال�سابع
�أي مربع �إحداثيات ر�ؤو�سه على ال�صورة: 

)a+4, b+2( َو)a+1, b+3( َو)a+3, b-1( َو)a, b(
�أو

)a+4, b-2( َو)a+3, b+1( َو)a+1, b-3( َو)a, b(
    ، �شريطة �أن ي�صل بين   يجب �أن يكون طول كل �ضلع  10
نقطتين من نقاط تقاطع الم�ستوى، وهذا يعني �أن البعد 

الأفقي والر�أ�سي يجب �أن يكونا 3 وَ 1.
قد يكون بع� ضالطلاب قد ر�سم مربعًا ملائمًا لل��سؤال ال�ساد�س.
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الوحدة الرابعة

ميل الم�ستقيم ومعادلته



38

نظرة عامّة
تثري هذه الوحدة درا�سة المنهاج الأ�سا�سي فيما يتعلق بميل الم�ستقيم ومعادلته، من خلال �سل�سلة من التحديات والأفكار 

الجديدة.

الهدف التعلمي للوحدة
• تعميق فهم معادلات الم�ستقيم وعلاقتها بالميل والمقطع ال�صادي.	

المعرفة ال�سابقة
• 	y = mx + c :معرفة معادلة الم�ستقيم ب�صيغة
• معرفة نظرية فيثاغور�س	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستقلالية )الن�شاط الرابع(	
• الانفتاح )الن�شاط الثالث(	
• م )الن�شاطان الأول، والرابع(	 المثابرة �أو العمل المنهجي المنظَّ

المهارات المتقدمة
• التعميم )الن�شاطان الثاني، والثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• تعميق الفهم للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاطان الأول، والثاني(	

مدة تدري�س الوحدة
�أ�سبوعان، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
ورق ر�سم بياني �أو ورق مربعات، وورق للم�سودات، وم�ساطر.
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الوحدة الرابعة: ميل الم�ستقيم ومعادلته
الن�شاط الأول: تقاطع الم�ستقيمات

حول هذا الن�شاط
ينبغي �أن يرافق هذا الن�شاط تنفيذ مهمة �إيجاد معادلة 
الم�ستقيم الوا�صل بين نقطتين في الم�ستوى الإحداثي. 

و�إدراك �أن معادلة الم�ستقيم الذي يمر في الأ�صل لا تحتوي 
على الثابت "c"، �سوف ي�ساعد الطلاب في الإجابة على 

ال��سؤال الأول.
تتطلب المهمة الثانية التن�سيق بين درا�سة كل من الميل 
والم�سافات، وذلك �أولًا لإيجاد معادلات الم�ستقيمات، ثَمَّ 

�إيجاد نقاط تقاطعها، علماً ب�أن بع� ضالطلاب قد ي�ستخدمون 
المعادلات لإيجاد نقاط تقاطع الم�ستقيمات )من خلال 

تكوين معادلات خطية في x وحلّها(.
من المحتمل �ألّا يلاحظ بع� ضالطلاب في البداية �أن نقطة 

تقاطع الم�ستقيمين تقع بين النقاط الأربع.
يحتاج تناول مثل هذه الم�سائل �إلى ا�ستعمال طريقة منهجية 

منظمة، و�سيتعين على الطلاب القيام بالر�سم، ويجب 
ت�شجيعهم عليه.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية فيما يتعلق 	

بالنقاط في الم�ستوى الإحداثي والعلاقات بينها.
• اتباع منهجية منظمة في تناول الم�سائل من خلال 	

تطبيق الأ�سلوب نف�سه على مجموعة من نقاط ال�شكل. 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الم�ستقل �أولًا، ثم �إجراء مناق�شة ثنائية ومناق�شة 

لل�صف ب�أكمله.
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

يجب �أن يركز العمل على مفهوم �أن النقاط الواقعة على الم�ستقيم نف�سه تُحقق �شروط معادلة ذلك الم�ستقيم.
)30 ,48( مع )40 ,64(  	)a
و )35 ,49( مع )45 ,63( 	

y = 57 x و y = 58 x 	)b
ال�س�ؤال الثاني

a( وتنق�سم معادلات الم�ستقيمات ال�ستة كما يلي

هناك �ستة م�ستقيمات ورَدَت �أدناه مع نقاط التقاطع

)14 ,48( وَ )34 ,64( وَ )10 , 32( 	)b

فـر�ص التقويـم
�ستو�ضح �إجابات الطلاب على كلا ال��سؤالين الدرجة التي و�صلوا �إليها في تنظيم ا�ستك�شافاتهم الريا�ضية بطريقة منهجية، 

بالإ�ضافة �إلى طلاقتهم في ا�شتقاق معادلات الم�ستقيمات.
هل ي�ستطيع الطلاب �إدراك القواعد الريا�ضية ذات ال�صلة بالم�سائل، ثم تطبيقها في ح�ساب �إحداثيات النقاط؟

هل هناك ات�ساق في اتباع �أ�سلوب الا�ستق�صاء عند حل الم�سائل؟

 

y = –  x + 26 y = x + 2

y =  x + 12 

y = 10

x = 64

y =  x – 14��

��� ��

�� ��

زوج من الم�ستقيماتنقطة التقاطع
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الوحدة الرابعة: ميل الم�ستقيم ومعادلته
الن�شاط الثاني: �إزاحة الم�ستقيمات

حول هذا الن�شاط
يو�سع هذا الن�شاط العمل على معادلات الم�ستقيمات من 
خلال تقديم مفهوم �إزاحة الم�ستقيمات وكيفية تمثيله 
ريا�ضياً. وتعتبر بع�� ضأجزاء الن�شاط منا�سبة للطلاب 
الآخرين من غير مجموعة موهبة، ولكن بع� ضالأ�سئلة 

ي�ستدعي �إجراء التعميمات المت�سمة بال�صعوبة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية فيما يتعلق 	

بالإحداثيات والإزاحة 
• القدرة على تعميم القواعد بناء على نتائج درا�سة 	

حالات الإزاحة 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الم�ستقل والمناق�شة في ال�صف ب�أكمله 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

�أي نقطه على الم�ستقيم y = 2x + 1 تكون على ال�شكل 	 )a
          )x, 2x + 1( وبتطبيق الإزاحة)T(2, 3نح�صل على التالي:

با�ستخدام الطريقة ال�سابقة نح�صل على نف�س الم�ستقيم 	 )b
.y =   2x          

 y = 2x + 1 على الم�ستقيم )x , 2x + 1( لن�أخذ �أي نقطة 	 )c
ونطبق الإزاحة ) T(a ,b وذلك للح�صول على الم�ستقيم

y = 2x           

       حيث X = x+a، وهذا يعني  �أن  2a + 1 + b = 0    وبالتالي ف�إن
 .T(a, 2a – 1 ( ال�شكل العام للإزاحة المطلوبة هو .       

يمكننا اعطاء a بع� ضالقيم لنح�صل على العديد من الأمثلة 
ومنها:

T(1, 1)  أو� T(4, 7)  أو�  T(10, 19).
  T(a , 2a – 1) 	 )d

ال�س�ؤال الثاني
a( لن�أخذ �أي نقطة )x , –3x + 2( على الم�ستقيم y = –3x + 2 ونطبق 
.y = –3x + 4 وذلك للح�صول على الم�ستقيمT (a ,b) الإزاحة

 (x + a, –3x + 2 + b) 
= (x + a, –3(x + a) + 3a + 2 + b)
= (X, –3X + 3a + 2 + b)
     بحيث �أن X = x+a. للح�صول على الم�ستقيم المطلوب يجب �أن يكون

  -3X + 4 = –3X + 3a + 2 + b                                                               
 .b = –3a +2 و بالتالي ف�إن 

.T(a, –3a +2 (هذا يعني �أن الإزاحة المطلوبة تكون على ال�شكل      
  T(a , –3a +2) 	)b

ال�س�ؤال الثالث
 y = –5x + 4 على الم�ستقيم )x, –5x + 4( لن�أخذ �أي نقطة

ونطبق الإزاحة ) T(a ,b وذلك للح�صول على الم�ستقيم نف�سه.
(x + a , –5x + 4 + b) = (x + a , –5(x + a) + 5a + 4 + b)

                                                 = (X , –5X + 5a + 4 + b)

من الإزاحة حيث X = x + 2. هذا يعني �أن الم�ستقيم الناتج
.y = 2x هو

(X, 2X)     

)x + a, 2x + 1 + b) = (x + a, 2(x + a) – 2a + 1 + b( =
( X , 2X – 2a + 1 + b )

(x+ 2, 2x + 1 + 3) = (x + 2 , 2(x+2) – 4 + 4) =      

b = 2a – 1 
–
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بحيث �أن X = x+a. للح�صول على الم�ستقيم المطلوب يجب �أن 
يكون

 5X + 4 = –5X + 5a + 4 + b- وبالتالي ف�إن b = –5a. هذا 
 .T(a, –5a ( يعني �أن ال�شكل العام للإزاحة هو

)a(   ومن الأمثلة على هذه الإزاحة:

y = mx + c على الم�ستقيم   )x, mx + c( لن�أخذ �أي نقطة    )c(
         ونطبق الإزاحة )T(a ,b وذلك للح�صول على الم�ستقيم نف�سه.
 )x + a, mx + c + b( =                                                               

     (x + a, m(x + a) – ma + c + b) 
      = (X, mX – ma + c + b) 
بحيث �أن X = x+a. للح�صول على الم�ستقيم المطلوب يجب �أن يكون 
b = ma وبالتالي ف�إن  mX + c = mX – ma + c + b �أو 

.T(a, ma (ال�صيغة العامة للإزاحة هي

ال�س�ؤال الرابع
 y = mx + c1 على الم�ستقيم  )x, mx + c1( لن�أخذ �أي نقطة

ونطبق الإزاحة )T(a ,b وذلك للح�صول على
.y = mx + c2 الم�ستقيم 

(x + a, mx + c1+ b) = (x + a, m(x + a) – ma+ c1+ b)
 = (X, mX – ma + c1 + b)
بحيث �أن X = x+a. للح�صول على الم�ستقيم المطلوب يجب �أن يكون 

لدينا
 b = ma +c2 – c1 أو�  mX + c2 = mX – ma + c1 + b 

.T(a,ma +c2 – c1 (وبالتالي ف�إن ال�صيغة العامة للإزاحة هي

فـر�ص التقويـم
   3c2 وb1 وd الطلاب الذين يتو�صلون �إلى التعميم في الأ�سئلة
�سيبرهنون على امتلاكهم قدرة عالية في هذه المهارة الريا�ضية 

المهمة، في حين تظهر �إجابات ال��سؤال الرابع ما �إذا كانت لديهم قدرة 
كبيرة على التعميم �أملا . هل ي�ستطيع الطلاب تو�ضيح فهمهم
للإزاحة، وكيف ت�ؤثر في تغيير �إحداثيات النقاط؟ هل الطلاب 

قادرون على التعميم �شفهياً وكتابياً با�ستخدام الرموز الجبرية؟
T(a, –5a)   (b)

T(10, –50(  أو� T(2, –10(أو� T(1, –5 (  
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الوحدة الرابعة: ميل الم�ستقيم ومعادلته
الن�شاط الثالث: �إن�شاء مثلثات من م�ستقيمات

حول هذا الن�شاط
بالرغم من �أنه في كل حالة تبدو الأ�سئلة وك�أنها محددة 
ومغلقة، �أ� لاأنه يتم التو�صل �إلى الحلول عبر التفكير في 

المبادئ العامة وتطبيقها. ويكون التعميم دائماً في متناول 
اليد، ويجب ت�شجيع الطلاب على التو�صل �إليه وم�شاركة بقية 
الطلاب فيه. )مثلًا: يرى �أحمد �أن ... �صحيح. هل تتفق معه؟ 

وكيف يمكننا اختبار ذلك؟(
قد يتو�صل بع� ضالطلاب عبر عملية التعميم با�ستخدام الجبر 
�إلى معادلات �آنية، ولذا قد يحتاجوا �إلى م�ساعدة المعلم كي 
يفهموا المطلوب، وللربط بين الحلول والتمثيلات الهند�سية.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• القدرة على التعميم من خلال درا�سة م�سائل محددة 	

مرتبطة بالم�ستقيمات والأ�شكال
• الانفتاح على البدائل عند المناق�شة مع الزملاء في 	

ال�صف

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الفردي، 

والمناق�شات الجماعية
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

)2, 5( ،)1, 2( ،)0, 1( 	)a
�أي م�ستقيم موازٍ لأحد الم�ستقيمين المعطيين، �أي 	)b

 y = 2x + c ،y = x - c ،y = x + c� 		
	�أو y = 2x - c �أو �أي م�ستقيم يمر في النقطة 

2 - mx أو� y = mx + 2 :2 ,0(، �أي(
لا�؛ لأن الم�ستقيمات الثلاثة تمر في النقطة نف�سها.  	)c
ويجب التحقق من ذلك لأن الم�ستقيمات الثلاثة 

لي�ست متوازية. 
هناك طريقتان للتو�صل �إلى هذه النتيجة هما: 

الأولى هي ر�سم �شكل بياني والت�أكد �أن الم�ستقيمات 
تتقاطع في النقطة )6, 4(، والطريقة الثانية هي 

حلّ المعادلتين اللتين تربطان بين �أزواج 
 x + 6 = 2x + 2 :الم�ستقيمات. فمثلًا	

و2x + 2 = 3x - 2  ، وبذلك يجد الطالب �أن الحل 
نف�سه )�أي 4( يتحقق كل مرة.

ال�س�ؤال الثاني
�نعم، لأن الم�ستقيمات الثلاثة غير متوازية، بما  	)i( )a
يعني �أنها �ستتقاطع. كما �أن حا�صل �ضرب ميلي 

	الم�ستقيمين 
y = x + 4، و y = 6 - x ي�ساوي 1-. 

 لا�، بالرغم من �أن حا�صل �ضرب ميلي الم�ستقيمين  	)ii(    
هو 1-، �إ� لاأن الم�ستقيمات الثلاثة تلتقي في النقطة 

.)2, 6(
نعم، لأن حا�صل �ضرب ميلي الم�ستقيمين 	 	)iii(    	

y = 10 - x هو 1- )و لاتلتقي 
2 �y = 2x + 2 و  	 

الم�ستقيمات الثلاثة في النقطة نف�سها(.

��أي م�ستقيم على ال�صورة: 	)i( )b 
y = c - 1، طالما �أن c ≠ 5 لكي 

5 x أو� y = c - 2x +
 لاتتقاطع جميع الم�ستقيمات في نقطة واحدة.

م�ستقيم على ال�صورة: 	)ii(    	
  y = c - x 

y = 12، ما عدا y = -x �أو  
x + c أو�

  = y )لأنهما يمران في النقطة )1- ,1((. 1
2 x - 3

2 � 	

يجب ا�ستك�شاف الخيارات الممكنة جميعها، �أي الم�ستقيمات 
المتوازية والم�ستقيمات التي تلتقي في نقطة.
نقطة التقاطع في الحالة الأولى هي )5 ,0(.

وفي الحالة الثانية هي )1- ,1(.
وتعتمد احداثيات النقطتين في الحالتين على الم�ستقيم الذي 
يختاره الطالب. علماً ب�أن �أ�سهل طريقة لإيجاد كل نقطة هي 

بتكوين معادلة في x من كل معادلة من المعادلتين 
المعطيتين ثم حلُّها.

فـر�ص التقويـم
 لاتوجد �أي متطلبات للتعميم في هذا الن�شاط، ولكن بع� ض

الطلاب �سيف�ضلون �إجراء التعاميم، وهو ما يت�ضح من 
�إجاباتهم. وبالمثل، يت�ضح من �إجابات طلاب �آخرين �أنهم 
يجدون �صعوبة في التعامل مع �أي حالة بخلاف الحالات 

المحددة.
هل الطلاب قادرون على تعميم القواعد الريا�ضية المرتبطة 

بالبحوث التي يجرونها؟
هل ي�ستطيع الطلاب ا�ستخدام �أ�ساليب زملائهم وحلولهم 

لتطوير حلولهم و�إجاباتهم وتنقيحها؟
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الوحدة الرابعة: ميل الم�ستقيم ومعادلته
الن�شاط الرابع: الم�سافة الهند�سية

حول هذا الن�شاط
تم ت�صميم �أ�سئلة هذا الن�شاط لتوفير �أمثلة مو�سعة عن 

الم�سافة في ال�سياقات الهند�سية، ولحفز الطلاب على تطبيق 
معرفتهم بنظرية فيثاغور�س. كما ت�ستدعي الأ�سئلة من 

الطلاب ا�ستعمال معادلة الم�ستقيم لحل م�سائل غير اعتيادية 
مرتبطة بالإحداثيات. وب�شكل عام، ف�إن ر�سم ال�سياق 

الهند�سي في كل ��سؤال يكون ذا فائدة كبيرة، ولكنه لي�س 
�ضرورياً. ويتعين �أن يمتلك الطلاب قدر من الطلاقة الجبرية 

في مختلف مراحل الن�شاط، وخا�صة عند حل ال��سؤال 5.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• القدرة على �إيجاد �أ�سلوب منا�سب للظروف المرتبطة 	

بكل م��سألة 
• المثابرة لتخطي العقبات عند حل الم�سائل ومواجهة 	

ظروف غير م�ألوفة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي الم�ستقل، ثم العمل في مجموعة، ثم مناق�شة 

جماعية ال�صف ب�أكمله

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

)0, 5( ,)5, 0( ,)0, -5( ,)-5, 0( ,)3, 4( ,)4, 3( 	
)3, -4( ,)4, -3( ,)-3, 4( ,)-4, 3( ,)-3, -4( 	
)-4, -3(.

	يعتمد �إيجاد النقاط الثمانية التي على ال�صورة
)4± ,3±( �أو )3± ,4±( على �ألفة الطالب مع ثلاثية 

فيثاغور�س )5, 4, 3(.

ال�س�ؤال الثاني
x = -10و x = 10 	)i( )a

�البعد الر�أ�سي بين الم�ستقيمين يعطى بالعلاقة  		
.x 3، و ت�ساوي x - 2 x

y = -60 أو� y = 60 	)ii(     
��إذا �أعدنا �صياغة المعادليتن بدلالة y، وكتبناهما  	
= x، يكون الفرق 

 
1
3
 y و  x = 1

2
y على ال�صيغة

-، وهذا ي�ساوي 10 عندما  y
6
y  �أو 

6
	بينهما هو 

 .y = -60 أو� y = 60

 10
9
�m = 10 �أو   	)b 

�إذا مثل م�ستقيم غير معلوم بالعلاقة y = mx )دون 
ثابت؛ لأن الم�ستقيم يمر عبر نقطة الأ�صل(، ف�إن 

	�إعادة كتابة المعادلتين بدلالة x ينتج 
= x وحيث �أن y ت�ساوي 100،  1

m  yو  x = 1
2

y
 .50 -100

m 100 �أو  
m ف�إن الفارق 40 ي�ساوي 50 - 

وبذلك يمكن �إيجاد الحل.
الطريقة البديلة هي الحل بالر�سم. 	

ال�س�ؤال الثالث
معادلة الم�ستقيم المتعامد المار بنقطة الأ�صل، والذي 

- = y، وهذا يتقاطع  1
2

x :يتقاطع مع كلا الم�ستقيمين هي
 .)- 2

5
 c, 1

5  
c( عند y = 2x + c مع	

وبتطبيق نظرية فيثاغور�س نجد البعد عن نقطة الأ�صل 
)وبالتالي البعد العمودي بين الم�ستقيمين(: 
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فـر�ص التقويـم
ت�شير الإجابات على ال��سؤال الأول �إلى الطلاب القادرين على 
�إيجاد مجموعة كاملة من الحلول التي تغطى الإمكانات 

جميعها. �أما النجاح في الإجابة على ال��سؤال الثاني فتظهر 
قدرة الطلاب على حل الم�سائل التي تتطلب ا�ستعدادًا 

لا�ستك�شاف الريا�ضيات دون �أن يكونوا مت�أكدين من التو�صل 
�إلى الحل. والنجاح في محاولات الإجابة على ال��سؤالين الثالث 
و الخام�س تثبت �أنهم واثقون من طرائقهم الجبرية، وم�ستعدون 

لموا�صلة محاولاتهم.
هل الطلاب قادرون على ا�ستخدام المهارات اللازمة وتطبيقها 

على مختلف الم�سائل وبطرائق مختلفة؟
هل الطلاب قادرون على الا�ستمرار في العمل على حل الم��سألة 

دون معرفة النتيجة الممكنة؟

 ال�س�ؤال الرابع
2
2 	 )a

2 	 )b

 2
2  c 	  )c

   2
2  (d - c) 	  )d

ا تطبيق نظرية فيثاغور�س، ولذا �سيكون  يتطلب هذا الحل �أي�ضً
من المفيد ر�سم �شكل تقريبي جيد. �أق�صر م�سافة هي الم�سافة 
العمودية بينهما. ومع تدرج الأمثلة من المحدد الخا�� صإلى 

العام، ف�إن على الطلاب ملاحظة كيف ي�ساعدهم عملهم 
ال�سابق على حل الم�سائل الأكثر عمومية. تعتمد الحلول على 

المثلث القائم الزاوية المت�ساوي ال�ساقين �إذ �إن الم�سافة 
المطلوبة هي طول وتر هذا المثلث )الم�سافة العمودية بين 

. 2 الم�ستقيمين( مق�سومًا على 

 ال�س�ؤال الخام�س 
بعد تعوي� ضقيم x للح�صول على معادلتين �آنيتين، �سيتطلب 
الحل جهدًا متوا�صلًا للتو�صل �إلى الإجابة النهائية. �أما الحل 
الثاني فينتج بطرح المعادلتين بترتيب معكو�س )مقلوب( 

)وذلك على فر�� ضأن الم�ستقيم الثاني يقع "فوق" الأول عند 
النقطتين المعطيتين في ال��سؤال(.

c = -11 ، m = -9 و c = 7 ، m = 5 :الحلان هما
ي�ستدعي حل هذا ال��سؤال قدرات كبيرة من الطلاب، وقد 
يحتاجون �إلى م�ساعدة المعلم في توجيه طريقة التفكير.
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الوحدة الخام�سة
تطابق المثلّثات
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نظرة عامّة
مت هذه الوحدة لإثراء فهم الطلاب لتطابق المثلثات من خلال ن�شاطات تُ�ستعمل المفهوم وتطبقه في �سياقات ريا�ضيّة  مِّ �صُ

متنوعة، ومن خلال �صياغة براهين والتحقق من �صحتها.

الأهداف التعلمية للوحدة
• اكت�ساب القدرة على تطبيق المعرفة ال�سابقة عن التطابق على مهام و�أن�شطة ريا�ضيّة	
• تعميق فهم كيفية �صياغة براهين التطابق	
• الفهم المتعمق ل�شروط التطابق	

المعرفة ال�سابقة
• ا�ستيعاب مفهوم التطابق في المثلثات، والمعرفة ب�شروطه الاعتيادية	
• المعرفة ببنية البراهين	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الأن�شطة الأول، والثاني، والخام�س(	
• الإبداع )الن�شاطان الخام�س، وال�ساد�س( 	
• المثابرة )الن�شاط الثالث( 	
• التعاون )الن�شاطان الأول، و الخام�س(	

المهارات المتقدمة
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط ال�ساد�س(	
• الا�ستدلال )الن�شاطان الرابع، والخام�س( 	
• التعميم )الن�شاطان الثاني، والثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• و�ضوح المفاهيم )الن�شاط الأول(	
• الربط بين مجالات الريا�ضيات )الن�شاط ال�ساد�س(	
• فهم "الأفكار الكبرى" )الن�شاطان الرابع، والخام�س(	
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاطان الرابع، وال�ساد�س(	
• فهم البرهان )الأن�شطة الثاني، والثالث، والرابع، والخام�س(	

مدة تدري�س الوحدة
ثلاثة �أ�سابيع، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
م�سطرة

برمجية الجداول الالكترونية �إك�سل )اختياري(
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
الن�شاط الأول: العلاقات بين �أنواع المثلثات

حول هذا الن�شاط
يتناول هذا الن�شاط العبارات المنطقية المختلفة التي يمكن 

�صياغتها حول �أنواع المثلثات. ويتطلب من الطلاب �أن 
يتبعوا منهجية منظمة للتو�صل �إلى العبارات ال�صائبة 

والمهمة، وتنظيمها.
�سيجد طلاب ال�صف جميعهم �سهولة في تناول هذا الن�شاط، 

ولكن �ستظهر الفروقات بينهم في درجة تنظيم �أنف�سهم 
ومدى حاجتهم لم�ساعدة المعلم. ويتطلب الأمر من المعلم �أن 

يكون مدركاً لمختلف �أ�ساليب التعليم والتعلم المختلفة 
وا�ستعمالها في �إثارة المناق�شة في ال�صف. ويجب ت�سجيل 

�إجابات الطلاب على ال��سؤال الأول على ال�سبورة .
خ�صائ�ص الأداء المتقدم

• �الا�ستق�صاء - المنهجية في تناول م�سائل تتعلق 	
بخ�صائ� صالمثلثات 

• �و�ضوح المفاهيم عند التمييز بين �أنواع المثلثات 	
المختلفة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي والعمل �ضمن المجموعات و�إجراء المناق�شة 

ال�صفية.
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ال�س�ؤال الثاني
يمكن ت�سجيل معظم المعلومات في م�صفوفة �أو جدول 

ثنائي، �إلّا �أنّ بع� ضالطلاب قد يجدون الجداول الب�سيطة 
�أ�سهل و�أف�ضل. ويجب الحكم على كل �إجابة بناءً على 

م�ضمونها.

فـر�ص التقويـم
�ستك�شف �إجابات ال��سؤال الأول عن مدى و�ضوح فهم الطلاب 

لأنواع المثلثات، وت�شير درجة الم�ساعدة والدعم اللازم 
للطلاب في التعامل مع مختلف �أجزاء ال��سؤال �إلى م�ستوى 

قدرتهم على اتباع منهجية منتظمة.
هل يتعامل الطلاب مع الم�سائل بالطريقة نف�سها؟

هل ي�ستعملون المنهجية المنظمة نف�سها عند ت�سجيل 
�إجاباتهم؟

هل يكتبون عبارات وا�ضحة با�ستعمال خ�صائ� صالمثلثات؟

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

توجد عدة عبارات ممكنة، وفيما يلي 18 عبارة �صائبة:
• بع� ضالمثلثات حادّة الزوايا مختلفة الأ�ضلاع.	
• بع� ضالمثلثات حادّة الزوايا متطابقة ال�ضلعين. 	
• بع� ضالمثلثات حادّة الزوايا متطابقة الأ�ضلاع.	
• بع� ضالمثلثات منفرجة الزاوية مختلفة الأ�ضلاع. 	
• بع� ضالمثلثات منفرجة الزاوية متطابقة ال�ضلعين .	
•  لاتوجد مثلثات منفرجة الزاوية ومتطابقة الأ�ضلاع.	
• بع� ضالمثلثات قائمة الزاوية مختلفة الأ�ضلاع.	
• بع� ضالمثلثات قائمة الزاوية مت�ساوية ال�ساقين.	
•  لاتوجد مثلثات قائمة الزاوية ومتطابقة الأ�ضلاع.	
• بع� ضالمثلثات مختلفة الأ�ضلاع حادّة الزوايا.	
• بع� ضالمثلثات مختلفة الأ�ضلاع منفرجة الزاوية.	
• بع� ضالمثلثات مختلفة الأ�ضلاع قائمة الزاوية.	
• بع� ضالمثلثات متطابقة ال�ضلعين حادّة الزاوية.	
• بع� ضالمثلثات متطابقة ال�ضلعين منفرجة الزوايا.	
• بع� ضالمثلثات متطابقة ال�ضلعين قائمة الزاوية.	
• جميع المثلثات متطابقة الأ�ضلاع حادّة الزوايا. 	
•  لاتوجد مثلثات متطابقة الأ�ضلاع ومنفرجة الزاوية. 	
•  لاتوجد مثلثات متطابقة الأ�ضلاع وقائمة الزاوية.	
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
n : n + 1 : n + 2 :الن�شاط الثاني: المثلثات حيث الن�سبة بين الزوايا

حول هذا الن�شاط
قد يحتاج المعلم �إلى مراجعة الن�سبة والتنا�سب. يجب �أن 

يكون ار�شاد الطلاب محدوداً في هذا الن�شاط، من �أجل حثِّهم 
على الا�ستق�صاء، مع �إمكانية توجيههم الى ا�ستعمال الجداول 

الإلكترونيةلا �ستخلا� صالبيانات وعر�ضها. 
�ستظهر الجداول الالكترونية بال�صورة التالية:

                   الزوايا الن�سب بين  الزوايا	
90 	60 	30 	3 	2 	1
80 	60 	40 	4 	3 	2
75 	60 	45 	5 	4 	3
72 	60 	48 	6 	5 	4
70 	60 	50 	7 	6 	5

68.57143 	60 	51.42857 	8 	7 	6
67.5 	60 	52.5 	9 	8 	7

66.66667 	60 	53.33333 	10 	9 	8
66 	60 	54 	11 	10 	9

65.45455 	60 	54.54545 	12 	11 	10

… 	… 	… 	… 	… 	…

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• الا�ستق�صاء - ا�ستعمال منهجية الا�ستق�صاء بالتدقيق 	

في البدائل عند طرح ال��سؤال: "ماذا لو ....؟"
• القدرة على فهم و�صياغة برهان با�ستعمال المعلومات 	

عن المثلثات وخ�صائ�صها، وت�سجيل ذلك البرهان 
با�ستعمال بنى جبرّية

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي، والمناق�شة الجماعية
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ال�س�ؤال الخام�س
برهان العبارات الثلاث الأولى الواردة �أعلاه، يمكن �أن يكون 

كما ي�أتي:
	 )a 

	 )b

	 )c 

يتم تقييم البراهين الأخرى بناء على م�ضمونها.

فـر�ص التقويـم
تك�شف طريقة تناول الطلاب لل��سؤال الثالث عن قدرتهم على 
تبنيّ �أ�سلوب الا�ستق�صاء. فهل يبد�ؤون يتنظيم �أنف�سهم، �أو 

يطلبون التوجيه من معلّمهم؟ وهل �سي�ستمرون في 
الا�ستق�صاء �أو يكتفون ب�إجابة �أو �إجابتين؟

تبيّن �إجابات ال��سؤال الخام�س �إلى �أي درجة ا�ستوعب الطلاب 
�أ�ساليب البرهان التي تعلموها في المنهاج الأ�سا�سي. والمحك 

الحقيقي لتعلّم البرهان هو تقبل الطلاب لأهميّة الت�أني 
والدقة في الا�ستدلال وعر� ضالإجابات.

هل يدر�س الطلاب جميع التوليفات الممكنة قبل تعميم نتائج 
بحثهم؟

هل الطلاب قادرون على تعميم نتائجهم التي تو�صلوا �إليها 
وعر�ضها جبريًا، وهل يملكون منهجية وا�ضحة للتو�صل �إلى 

البرهان على �أ�س�س �سليمة منطقيًا وفكريًا؟
 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

30°, 60°, 90°

ال�س�ؤال الثاني
40°, 60°, 80°

ال�س�ؤال الثالث
كما في جدول الح�سابات في ال�صفحة ال�سابقة.

ال�س�ؤال الرابع
يمكن �أن يُلاحظ الطلاب خ�صائ� صمختلفة، مثل:

قيا�س الزاوية الو�سطى يكون دائماً 60°.
• �تكون قيا�سات جميع الزوايا �أعدادًا كُلَّية �إذا كان الحدّ 	

الأو�سط في الن�سبة عاملًا للعدد 60.
جميع المثلثات بعد المثلث الأول حادّة الزوايا.

كلما ازدادت قيم حدود الن�سبة كلّما اقترب المثلث من �شكل 
المثلث متطابق الأ�ضلاع. وتبيّن الأجزاء المت�أخرة من 

الجداول الالكترونية ذلك:
الن�سب بين الزوايا

60.5 	60 	59.5 	121 	120 	119

60.49587 	60 	59.50413 	122 	121 	120

60.4918 	60 	59.5082 	123 	122 	121

ويمكن هنا تقديم نقطة نقا�� شإ�ضافية هي: "هل ي�صل المثلث 
�أبدا �إلى �شكل المثلث متطابق الأ�ضلاع؟"

مجموع  الن�سب n + 1 ،n و n + 2 ي�ساوي 3n + 3، �أو 	 
	)n + 1( 3، وهذا المجموع يقابل 180 درجة، 

�إذن n + 1 )وهي قيمة الزاوية الو�سطى( تقابل الزاوية 
.60°

تكون قيا�سات الزوايا الثلاث �أعداداً كليّة فقط عندما  	
يكون مجموع ن�سبها (n + 1)3 عاملًا من عوامل 180، �أي 
�أن n + 1 )وهو قيمة الن�سبة الو�سطى( عاملًا للعدد 60.

الزاوية الكبرى بين الزوايا الثلاث ت�ساوي دائماً  		
(n + 2) 60 مق�سوماً على (n + 1). ف�إذا كان n �أكبر من 1، 
ف�إن ن�سبة n + 2 �إلى n + 1 �أقلّ من 1.5، لذلك فالزاوية 
الكبرى تكون �أقل من 90 درجة، مما يجعل المثلث حادّ 

الزوايا.
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
الن�شاط الثالث: تجزئة المثلث �إلى مثلثات متطابقة

حول هذا الن�شاط
هذا ن�شاط مفتوح ن�سبيّاً وفيه يطبق الطلاب ما تعلموه ب�ش�أن 

المثلثات والم�ستقيمات المتوازية في �صياغة البرهان.
وقد يرى المعلم تذكير الطلاب ب�شروط تطابق المثلثات 

وت�شابهها. ويُعطى الطلاب مهلة منا�سبة للعمل بمفردهم، 
ولكن يقوم الطلاب بت�سجيل برهانهم النهائي على ال�سبورة، 
وبذلك ي�ساهمون في التو�صل �إلى البرهان الدقيق والموجز.
وال��سؤال الأول عمل �إن�شائي فقط، ولكنّه خطوة مهمّة للطلاب 

لأنها تمكنهم من فهم الخ�صائ� صالتي �أ�ضيفت للمثلث 
الأ�صلي. وي�ستفيد بع�ضهم من عمل �إن�شاءات متعدّدة يبد�أونها 

بمثلثات مختلفة، وبذلك لن يُ�ضلّلوا بخ�صائ� صالحالات 
الخا�صة )مثل المثلثات متطابقة الأ�ضلاع �أو المثلثات قائمة 

الزاوية(.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �المثابرة والإ�صرار على المحاولة للتغلب على 	

ال�صعوبات التي تعرقل التو�صل �إلى البرهان
• �القدرة على فهم و�صياغة البرهان با�ستعمال خ�صائ� ص	

المثلثات والتطابق والت�شابه

A

F

C

E

B

D

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
تمايز التدري�س داخل ال�صف

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

ال�س�ؤال الثاني
حيث عينت النقاط E، D، F على منت�صفات �أ�ضلاع المثلث 

تكون
AF = FC , CE = EB ,AD = DB 

 FAD والزاوية ،AD ضعفي� AB و AF ضعفي� AC بما �أن
م�شتركة، ف�إن المثلثين AFD و ABC مت�شابهان.

لذلك الزاوية AFD ت�ساوي الزاوية FCE. �إذن FD توازي 
. CB

وبالطريقة نف�سها يتم �إثبات �أن FE توازي AB و DE توازي 
AC. لذلك، ف�إن الأ�شكال الرباعية ADEF ،FDBE و

FDEC متوازيات �أ�ضلاع. وهذا يعني �أن القطع الم�ستقيمة 
 FD = CE = EBو DE = AF = FC ,AD = FE = DB

	والزوايا المتقابلة مت�ساوية، �أي �أن
.DEF = FADو DFE = DBE ,FDE = FCE 

.SAS أو� SSS المثلثات الأربعة متطابقة وفق نظرية

فـر�ص التقويـم
يمكن �أن ي�ستنتج الطلاب بالفح� صوالتدقيق �أن المثلثات 

الأربعة متطابقة، ولكن طلب البرهان �سيقدّم دليلًا على مدى 
دقّتهم وقدرتهم على الا�ستدلال المنهجي المنظم للموقف.

هل ينجح الطلاب في العمل بمفردهم وي�صوبوا �أخطاءهم عند 
مواجهة �إ�شكالية �أو طريق م�سدود؟ 

هل ينجح الطلاب في تقديم البرهان با�ستخدام معرفتهم 
وحقائق ال��سؤال المتعلقة بالأ�شكال؟
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
الن�شاط الرابع: المثلثّات الم�شتركة ب�ضلع

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي، والمناق�شة الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

العبارة b �صحيحة - المثلثان ABD وBCD يمكن �أن 
يكونا متطابقين.

مع �أن المثلثين يمكن �أن يكونا متطابقين ف�إن المعلومات 
المعطاة غير كافية لت�أكيد ذلك.

طول �ضلع �أحد المثلثين م�ساوٍ لطول �ضلع في المثلث الآخر 
)AD = DC( وال�ضلع BD م�شترك بين المثلثين. بالإ�ضافة 

�إلى ذلك، ف�إن زاوية في �أحد المثلثين م�ساوية لزاوية في 
 Sو S لذلك، لدينا .)DBCو ABD المثلث الآخر )الزاويتان	

.SSA أي �أن التطابق بحالة� ،Aو
ولكن، الزاويتان المت�ساويتان لي�ستا مح�صورتين بين 

ال�ضلعين المتطابقين )�أي �أنها لي�ست حالة SAS( وهذا يعني 
�أننا لا ن�ستطيع ت�أكيد التطابق بين المثلثين.

يمكن بيان ذلك �أي�ضاً بمثال م�ضاد: مثلثان يحققان ال�شروط 
المعطاة ولكنهما لي�سا متطابقين:

 BDA1 متطابقان. ولكن، المثلثان BCDو BDA2 المثلثان
وBCD لي�سا متطابقين.

يمكن ا�ستعمال قيم للزوايا والأ�ضلاع عند ال�ضرورة. فمثلًا. 
ليكن قيا�س كل من الزاويتين 30 درجة، والقطعتين 

	الم�ستقيمتين AD وَ DC متطابقتين وطول كل منهما 6 �سم .
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حول هذا الن�شاط
يو�سّع هذا الن�شاط معرفة الطلاب ب�شروط الت�شابه والتطابق، 
وذلك بم�ساعدتهم على فهم �سبب انطباق هذه ال�شروط. وقبل 
�أن يبد�أ الطلاب تنفيذ الن�شاط، �أكدّ لهم �أن الأ�شكال عبارة عن 
م�سودات �أوليّة، �أي �أنها لي�ست مر�سومة بدقّة. ويعتبر ال��سؤال 

2b مليئاً بالتحديات، ويجب توجيه الا�ستف�سارات �إلى 
الطلاب لم�ساعدتهم وت�شجيعهم �أثناء محاولة حل ال��سؤال. 

قد يميل الطلاب �إلى فكرة ر�سم جميع الأ�شكال بدقّة 
لم�ساعدتهم في نمذجة �إجاباتهم. وهذا لي�س خط�أ، ولكن من 

الواجب ت�شجيع الطلاب ذوي الأداء المتقدم على تكوين ال�صور 
الذهنية للأ�شكال البيانية وا�ستعمال هذه ال�صور الذهنية في 

التو�صل �إلى الحل.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
قدرات قوية على الا�ستدلال الريا�ضي فيما يتعلق با�ستعمال 

خ�صائ� صالمثلثات
• �الفهم المتعمق للبُنى الريا�ضية الأ�سا�سيّة الم�ستعملة في 	

حل الم�سائل المتعلقة بخ�صائ� صالمثلثات
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فـر�ص التقويـم
يتطلب هذا الن�شاط قدرات قوية على الا�ستدلال، ويوفران 
فر�صة لتقويم الفروق يين الطلاب في ذلك المجال، كما 
يتطلبا �أي�ضاً تفكيراً وا�ضحاً حول الفرق بين الت�شابه 

والتطابق، وال�شروط اللازمة لكل منهما. و�ستك�شف �إجابات 
ال��سؤال الثاني فرع a قدرات الطلاب على اتباع منهجية 

منظمة.
هل الطلاب قادرون على ا�ستعمال معارفهم ومهاراتهم 
لتطوير حل الم��سألة المتعلقة بت�شابه المثلثات وتطابقها؟

هل الطلاب قادرون على ربط المعلومات الواردة في الأ�سئلة 
بالخ�صائ� صالريا�ضية للأ�شكال في �سبيل حل الم��سألة؟

ال�س�ؤال الثاني
�توجد �ست طرق مختلفة. 	)a 

يمكن �أن تو�ضع الزاوية x في �أيّ من الأماكن الثلاثة، 
تاركة للزاوية y مكانين لتو�ضع في �أحدهما. وبعد 

	ذلك يتحدّد مكان z في المكان المتبقي. 
لذلك. توجد 6 = 1 × 2 × 3 طرق مختلفة.

�بما �أن قيا�سات الزوايا في كل زوج من المثلثات  	)b
مت�ساوية، ف�إن المثلثين يجب �أن يكونا مت�شابهين. 
ويكون المثلثان متطابقين عندما يكون ال�ضلع 
الم�شترك )BD( واقعاً بين الزوايا المعروف �أنّها 
متطابقة )حالة ASA(، ويتحقق هذا عندما تكون 
الزاوية ADB = الزاوية BDC، وتكون الزاوية 

.DBC الزاوية = ABD

ويتمثل ذلك في الر�سم التالي:

�أو عندما تكون الزاوية ADB = الزاوية DBC، وتكون 
:BDC الزاوية = ABD الزاوية

وفي الحالات الأربع الأخُرى، ف�إن تطابق المثلثين غير 
م�ؤكد. 
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
الن�شاط الخام�س: �شروط التطابق المتعلقة بالم�ساحة

حول هذا الن�شاط
يطرح هذا الن�شاط �أ�سئلة مختلفة حول التطابق بما يتجاوز 
م�ضمون المنهاج الأ�سا�سي، و�سوف ي�ؤدي على الأرجح �إلى 
�إثارة مناق�شة مثرية حول تحديد ال�شروط ال�سارية. وال��سؤال 
الثالث ��سؤال مليئ بالتحديات، وقد لا ي�ستطيع الطلاب حله 
دون م�ساعدة. ويتوفر �سبيل �آخر في هذه الحالة لتناول 

ال��سؤال الثالث، وهو �أن يعر� ضالمعلم خطوات الا�ستدلال على 
الطلاب ثم يتركهم لإيجاد الحل ب�أنف�سهم. 

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الإبداع - الانفتاح على البدائل وا�ستعمالها للم�ساعدة 	

على التفكير في خ�صائ� صالمثلثات
• �امتلاك قدرات قوية على الا�ستدلال الريا�ضي با�ستعمال 	

خ�صائ� صالمثلثات 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والمناق�شات الجماعية 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول  

من الأمثلة المفيدة في ذلك اختيار مثلثين قاعدتاهما 
مت�ساويتان وارتفاعاهما الر�أ�سيّان مت�ساويان، ولكن 

زواياهما مختلفة، كما في ال�شكل �أدناه:

ال�س�ؤال الثاني
نعم  	 )a

بما �أن المثلثين يت�ساويان في زاويتين بكل منهما، ف�إن 
الزاوية الثالثة تكون مت�ساوية �أي�ضاً )مجموع زوايا المثلث = 
180(. لذلك، فالمثلثان مت�شابهان. وبما �أنهما مت�ساويان في 

الم�ساحة، نظراً لت�ساوي القاعدتين والارتفاعين، ف�إنهما 
.)SSS( متطابقان

لا 	)b
المثال الم�ضاد م�شابه لل��سؤال الأول، حيث المثلثان 

مت�ساويان في القاعدة والارتفاع، مع ت�ساوي ال�ضلع الثاني 
في الحالتين.

نعم 	)c
ال�ضلعين المت�ساويين هما القاعدة AB، والارتفاع الر�أ�سي 
مت�ساوي في الحالتين، وبالتالي ف�إنّ الر�أ�سين يمرّ فيهما 

مقطع الم�ستقيم DE نف�سه الموازي للقاعدتين.
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ار�سم مثلثاً قائم الزاوية له القاعدة نف�سها )4.8( والارتفاع 
نف�سه )2.5( فيكون له الم�ساحة نف�سها. ويكون طول وتر 

المثلث 5.412.

محيط هذا المثلث ي�ساوي 12.712. 	
• �بما �أن ر�أ�س المثلث المقابل للقاعدة يتحرك بين هذين 	

المثلثين مع بقاء طول القاعدة والارتفاع دون تغير، 
ف�إن المحيط يتغير بين 11.731 و12.712، و�سي�ساوي 
12 عند لحظة ما، مثل المثلث 3, 4, 5. و لايلزم �إيجاد 
النقطة التي ي�ساوي المحيط عندها 12 بال�ضبط لتت�أكد 
من وجودها. فمهما كانت هذه النقطة، ف�إن المثلث لن 

يكون مطابقًا عندها للمثلث  3, 4, 5  لأن جميع 
الأ�ضلاع �ستكون مختلفة الطول.

ولإيجاد الأطوال الحقيقية للأ�ضلاع، يمكن ا�ستعمال �صيغة 
هيرون )Heron(، وهي:

حيث A م�ساحة المثلث، s ن�صف المحيط ، و a, b, c هي 
 ،s = 6 و ،A = 6 أطوال الأ�ضلاع الثلاثة. وفي هذه الحالة�	

b + c = 7.2و ،a = 4.8و
ويمكن حل الم��سألة با�ستعمال بع� ضالبرمجيات، �أو كما يلي:

6 = √6 (6-4.8)(6-b) (6-(7.2 - b))
)بالتعوي�ض( 

	(b - 1.2) (b - 6) 7.2 = 36 )بالتربيع و�إعادة الترتيب(
 7.2b - b2 - 7.2 = 5 )بفك الأقوا�س(

 b2 - 7.2b + 12.2 = 0 )ب�إعادة الترتيب(
b = 

 
1
2   (7.2 ±   √  3.04)	

b = 4.47 �أو 2.73

�إذن �أطوال الأ�ضلاع الثلاثة للمثلث الذي ي�ساوي م�ساحة 
ومحيط المثلث 3، 4، 5 هي 4.8, 4.47, 2.73.

فـر�ص التقويـم
يتحدى كل ��سؤال من هذه الأ�سئلة قدرة الطلاب على 
الا�ستدلال ويك�شف عن مدى قدرتهم على ا�ستخدام ما 

يعرفونه لإجراء الا�ستدلال في �سياقات جديدة.
هل الطلاب قادرون على ا�ستعمال �أفكار زملائهم لدعم تطوير 

حل الم�سائل؟
وهل ي�ستعملون معلوماتهم عن المثلثات لتطوير حل 

الم�سائل؟

وبما �أن الزاوية المجاورة هي نف�سها في الحالتين، ف�إن 
الم�ستقيمين �سيقطعان الم�ستقيم الموازي على م�سافتين 

مت�ساويتين من الر�أ�س B، �أي �أن BC = B1C1، �إذن فالمثلثان 
.)SAS( متطابقان

نعم 	 )d
�إذا كان ال�ضلعان المت�ساويان في المثلثين هما القاعدتين، 

ف�إن الر�أ�سين يقعان على م�ستقيم موازٍ للقاعدتين.

تتغير زاوية الر�أ�س )الزاوية المقابلة للقاعدة( كلّما تحرك 
الر�أ�س يميناً وي�ساراً، مع تحقق �أكبر قيمة للزاوية عندما يقع 

ف للقاعدة. الر�أ�س على العمود المن�صّ
ومهما تكن زاوية الر�أ�س ف�إنها تكون مت�ساوية في المثلثين، 
�سواءً �أكان الر�أ�س يقع في نقطة واحدة، �أم كان الر�أ�س في 

الحالة الثانية انعكا�سا للر�أ�س في الحالة الأولى عند التقاطع 
بالعمود المن�صف. وبما �أن التطابق ي�شمل مثلثات متناظرة، 

ف�إن المثلثين متطابقان.

ال�س�ؤال الثالث
لا.

يتم الا�ستدلال هنا على �أ�سا�س بيان �أنّه من الممكن تقديم 
مثال م�ضاد. 

• �ار�سم �أيّ مثلث، مثل مثلث �أطوال �أ�ضلاعه 3, 4, 5، 	
وتكون م�ساحته 6 ومحيطه 12.

• �ثم ار�سم مثلثاً �آخر قاعدته مختلفة طولها يقع  	
بين �أطول �ضلعين في المثلث الأ�صلي. مثلًا: طول 

	القاعدة 4.8. 
�من �أجل �أن تكون م�ساحته م�ساوية لم�ساحة المثلث 

	الأ�صلي، يجب �أن يكون ارتفاعه الر�أ�سي 2.5 
.)12 ÷ 4.8(

• �تكون �أقل قيمة لمحيط هذا المثلث عندما يكون ر�أ�سه 	
ف لقاعدته. وهذا ي�شكل مثلثين  على العمود المن�صّ

	قائمي الزاوية، طول وتر كل منهما ي�ساوي:
   (2.5)2 + (2.4)2 =3.4655

فيكون محيط هذا ال�شكل ي�ساوي 11.731.
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الوحدة الخام�سة: تطابق المثلّثات
الن�شاط ال�ساد�س: التحويلات الهند�سية للمثلثات

حول هذا الن�شاط
يركز هذا الن�شاط على الهند�سة الإحداثية، كما يت�ضمن 

مو�ضوعات ريا�ضية وا�سعة يجب �أن يكون الطلاب ملمين 
بها، مثل: الميل، معادلة الم�ستقيم، الجدل المنطقي، التمثيل 
الجبري، حل �أنظمة من المعادلات الخطية، وتكوين ال�صور 
الذهنية. وينا�سب الن�شاط الطلاب جميعهم، ولكن بع� ض
الأ�سئلة مليئة بالتحديات )مثل ال��سؤالين الأول والثاني(، 
حيث قد يحتاج الطلاب عند حل ال��سؤال الثاني �إلى بع� ض
الدعم لفهم خا�صية ال�ضرب في ال�صفر وفي ∞ . �أما المعلم 

فيحتاج �إلى بع� ضالوقت ل�شرح هذه الأفكار وم�ساعدة 
الطلاب على الفهم.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الإبداع: القدرة على ابتكار المنهجية المنا�سبة للمواقف 	

با�ستعمال المهارات الريا�ضية والمعلومات الريا�ضية 
ال�سابقة المتعلقة بالتحويلات الهند�سية

• �الفهم المتعمق للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة 	
بالتحويلات الهند�سية وت�أثيرها على خ�صائ� ص

الأ�شكال و�إحداثيات النقاط

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الجماعي والمناق�شة ال�صفيّة

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

y = −x + 4 ،y = 3x ،y = 0 	)a

)6 ,7( و )3 ,10( 	)b
لن تكون ر�ؤو�س المثلث T2 عند النقاط المعطاة، لأنه  	)c
 ،Y و2 �إلى كل �إحداثي ،x إذا �أ�ضيف 21 �إلى كل �إحداثي�
ف�إن �إحداثيي النقطة الثالثة هما )5 ,22( ولي�س ),22 
6(. ويوجد �سبب �آخر هو �أن ارتفاع المثلث T1 ي�ساوي 

3، في حين �أن ارتفاع المثلث المعطى هو 4.
)4+a, 1( و )1+a, 4( 	)d

)e

بناءً على الر�سم �أعلاه ف�إن معادلة الم�ستقيم )CE( هي
 y = –x + 15 

 .y = –x + 4 هي )AB( وكذلك معادلة الم�ستقيم
تمثل النقطة E تقاطع كل من الم�ستقيمين y = 1   و

 y = –x + 15 وهي )1 ,14(.
حيث �أن الم�سافة بين النقطتين O و B ت�ساوي 4 ف�إن 

.y = 3x – 29

ال�س�ؤال الثاني

)4 ,0( ، )1 ,3-( و )0 ,0( 	)a
1-  ، 1، وما لا نهاية 

3
�ميل كل �ضلع من الأ�ضلاع هو  	)b

)ميل الم�ستقيم الر�أ�سي(. 
حا�صل �ضرب ميلي م�ستقيمين ي�ساوي 1-، لأن كل  	 )c

�ضلع في المثلث T3 عمودي على ال�ضلع المناظر له في 
.T1 المثلث

T3
T1

A

B

C

D E

O

يوازي   )CD( الم�ستقيم   .)1, 10( هما   D النقطة  احداثيي 
معادلة  3. �إذاً  هو  ميله  ف�إن  وبالتالي   y = 3x الم�ستقيم  

الم�ستقيم الثالث هو
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فـر�ص التقويـم
ت�شير الإجابة على ال��سؤال الأول الفرع a �إلى مدى طلاقة الطلاب 
 e في العمل على معادلات الم�ستقيمات، في حين يظهر الفرعان
تغير  كيفية  يفهمون  الطلاب  كان  ما �إذا  الأول  ال��سؤال  من   bو
�إحداثيات النقاط تحت ت�أثير �إزاحات ب�سيطة. ويظهر الجدل في 
الفرع c من ال��سؤال الأول قدرة الطلاب على التعبير عن ا�ستنباط 
تكوين  مهارة  الثاني �إلى  ال��سؤال  وت�شير �إجابة  ب�سيط.  ريا�ضي 
ال�صور الذهنية عند الطلاب. ويعطيهم الفرع c من ال��سؤال الثاني 
محددة.                   حالات  من  التعميم  على  قدرتهم  لإظهار  فر�صة 
هل ي�ستعمل الطلاب ت�شكيلة وا�سعة من المهارات لإيجاد الإجابة 

الدقيقة للم��سألة؟
يحتاجون �إليها  التي  الريا�ضية  القواعد  بو�ضوح  يعرفون  هل 
بها؟ التفكير  عند  بو�ضوح  ي�ستعملونها  وهل  م��سألة؟  كل  لحل 
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الوحدة ال�ساد�سة
العلاقات في المثلثات



61

نظرة عامّة
تعد هذه الوحدة تو�سعة للمنهاج الأ�سا�سي حيث تغطي ال�سمات الرئي�سة للمثلثات، والعلاقات بينها.

الأهداف التعلمية للوحدة
• �القدرة على ا�ستعمال الخ�صائ� صالهند�سية للمثلثات، وتطبيقها في البراهين، وحل الم�سائل	
• �الألفة بالبرمجيات الهند�سية، والقدرة على �إن�شاء �أ�شكال ذات خ�صائ� صمحددة	

المعرفة ال�سابقة
• المعرفة بمن�صفات الزوايا، والم�ستقيمات المتو�سطة في المثلث، وارتفاعات المثلث، وعلاقاتها ب�أنواع نقاط التقاطع في 	

المثلث
• المعرفة الأ�سا�سية بمتباينات المثلث وعلاقات الزوايا	
• المعرفة ببنية البراهين	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الن�شاطان الثالث، والرابع(	
• الإبداع )الن�شاط الثاني( 	
• التعاون )الن�شاط الخام�س(	

المهارات المتقدمة
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط الثاني(	
• ربط الريا�ضيات بالحياة الواقعية )الن�شاط الخام�س( 	
• الا�ستدلال )الأن�شطة الأول، والثاني، والرابع( 	
• التعميم )الن�شاطان الثالث، والرابع( 	
• النمذجة )الن�شاط الخام�س(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• و�ضوح المفاهيم )الن�شاط الثاني(	
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاط الثالث(	
• فهم البرهان )الن�شاط الأول(	

مدة تدري�س الوحدة
ثلاثة �أ�سابيع، بواقع �ساعتين من الجدول الدرا�سي الأ�سبوعي

الم�صادر
GeoGebra البرامج الهند�سية كبرنامج
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الوحدة ال�ساد�سة: العلاقات في المثلثات
فة الزوايا الن�شاط الأول: الأقطار مُن�صِّ

حول هذا الن�شاط
يربط هذا الن�شاط فكرة الزاوية المن�صفة بالأ�شكال الرباعية. 
وتتطلب الأ�سئلة من الطلاب ا�ستك�شاف الأ�شكال،َ وبالتالي 

معرفة قيمة المعلومات التي تو�صلوا �إليها ومدلولاتها. وهم 
يحتاجون �إلى �إن�شاء ت�سل�سل ا�ستدلالي بدءًا من المعطيات 
وو�صولًا �إلى الا�ستنتاج، وبما �أن نقطة البدء غير وا�ضحة، 
ف�إنهم يحتاجون �إلى �إن�شاء مخطط وت�سمية مكوناته. وبعد 
ذلك يتم �إن�شاء البرهان، حيث تتلخ� صهذه الخطوة في 

تنظيم الت�سل�سل الا�ستدلالي الذي تو�صلوا عبره �إلى الإجابات 
على الجزء a من ال��سؤال.

في ال��سؤالين الأول والثاني فرع  a ، قد يعطى بع� ضالطلاب 
�إجابة موجزة لا تتجاوز كلمة "مربع"، لأن قطري المربع 

ين�صفان زوايا الر�ؤو�س. ومع ذلك، فقد لا يكون ال�شكل مربعاً، 
وعلى المعلم تو�ضيح ذلك لهم، م�ؤكدًا على المق�صود بكلمة 

"يجب".

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �قدرة قوية على الا�ستدلال الريا�ضي تظهر في حلول 	

الم�سائل المتعلقة بخ�صائ� صالمثلثات والأ�شكال 
الرباعية

• �القدرة على فهم البرهان و�إن�شائه والتعبير عنه كتابة 	
و�شفهياً.

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، ثم المناق�شة في 

مجموعات بعد العمل الفردي
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

الطائرة الورقية �شكل هند�سي رباعي الأ�ضلاع ، فيه  	 )a
زوجين من الأ�ضلاع المتجاورة مت�ساوية، قُطراه 
متعامدان، الزاويتان غير الر�أ�سييتين متطابقتين، 
والقطر الوا�صل بين الزاويتين غير الر�أ�سييتين 

المتقابلتين يُن�صف من قبل القطر الآخر. انظر ال�شكل 
الآتي

مثال للبرهان: 	 )b
• 	 CAD ي�ساوي قيا�س الزاوية CAB قيا�س الزاوية 

)زاوية من�صفة(.
• 	 ACB ي�ساوي قيا�س الزاوية ACD قيا�س الزاوية

)زاوية من�صفة(.
• المثلثان ABC وADC متطابقان )زاويتان و�ضلع 	

.)ASA مح�صور بينهما
• �طول AB ي�ساوي طول AD )التطابق(.	
• �طول BC ي�ساوي طول CD )التطابق(. 	
• ال�شكل ABCD هو �شكل الطائرة الورقية.	

ال�س�ؤال الثاني
معيّن )ال�شكل هو طائرة ورقية �أ�ضلاعها الأربعة    	 )a

متطابقة(
مثال للبرهان: 	 )b

المثلثان EFG و EHG متطابقان وذلك لتطابق 
زاويتين و�ضلع وبالتالي نجد �أن
.FG = HG EF = EH و 

 HFG  و  HEF وبالطريقة نف�سها نجد �أن المثلثين
متطابقين وهذا يعني �أن 

.HG = HE EF = FG و 
بالتالي ف�إن جميع الأ�ضلاع متطابقة وهذا يعني �أن 

ال�شكل الرباعي هو معيّن.

فـر�ص التقويـم
تعطى �إجابات الطلاب على كلا ال��سؤالين م�ؤ�شرًا على مدى 

قدرتهم على ا�ستك�شاف المعلومات. والإجابة ال�صحيحة على 
ال��سؤال الثاني فرع b تعطي م�ؤ�شرًا على قدرة الطلاب على 

متابعة منهجية العمل خطوة بخطوة.
هل ي�ستعمل الطلاب معرفتهم ومهاراتهم ويطبقونها لتجزئة 

الم��سألة �إلى خطوات �أ�صغر ونمذجة الحل �أو البرهان؟
هل ي�ستطيع الطلاب التعبير عن �أفكارهم لفظيًا وكتابيا 

بالجودة نف�سها؟

 A

D B

C  E

H F
K

G

 A

D B

C  E

H F
K

G
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الوحدة ال�ساد�سة: العلاقات في المثلثات
الن�شاط الثاني: متباينة المثلث

حول هذا الن�شاط
يتناول هذا الن�شاط الم�سائل التي تتطلب ا�ستعمال متباينات 
المثلثات. وت�ستدعي الأ�سئلة قدراً كبيراً من الا�ستدلال ودقة 

ريا�ضية كافية لإن�شاء البراهين ال�سليمة ريا�ضياً. كما تتطلب 
الم�سائل �أن يكون الطلاب وا�ضحين تماماً في فهمهم لمدلول 
متباينة المثلث، مع التمتع بقدرة قوية على تكوين ال�صور 

الذهنية.
يحتاج الطلاب في ال��سؤال الخام�س �إلى مهلة كافية 

لا�ستك�شاف كل الإمكانات قبل �أن يطوّروا ا�ستنتاجاتهم.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الابتكار - القدرة على ابتكار الطريقة الملائمة للموقف 	

با�ستعمال المهارات بطرق متباينة.
• �القدرة على تكوين ال�صور الذهنية الوا�ضحة عند تطوير 	

نموذج للحل

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي، والمناق�شة الجماعية
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

يجب �أن يكون المحيط �أكبر من 6 حيث �أن x + y > 3. و لا
يوجد حد �أعلى لقيمة المحيط - فقد تكون مثلًا القيم 3، 

1000، 1000 �صحيحة تماماً.

ال�س�ؤال الثاني
6 < x < 12 ،10 < x < 20 	)a

القيمة ال�صحيحة المحتملة لـ x هي x = 11. النتيجة  	 )b
.10 < x < 12 النهائية هي

ال�س�ؤال الثالث
1 < z < 9 	)a

قيمة y في المثلث الأول �أكبر من 3 و�أقل من 7،  	)b
وفي المثلث الثاني، عندما تقترب y من 3 ف�إن Z تكون على 
الأقل 1، وحتى عندما ت�صبح y قريبة من 7، ف�إن Z لن تزيد 
�أبداً على 9. وتعطي قيم y الأخرى جميع القيمَ الممكنةَ بين 1 

و9، وبالتالي ف�إن z تكون �أكبر من 1 و�أقل من 9.

ال�س�ؤال الرابع  
�إحدى الطرائق المتوفرة هي ق�سمة ال�شكل الرباعي �إلى 

. x ،2 ،3و ،x ،7 ،12 مثلثين، ب�أ�ضلاع طولها

با�ستعمال �أطوال المثلث الأول نجد �أن x < 19 > 5، ومن 
 x 1. وعليه، لا توجد قيمة لِـ < x< 5 المثلث الثاني نجد �أن
تحقق المتباينتين، لذا، لا يمكن ر�سم هذا ال�شكل الرباعي. 

وهذه الطريقة نموذج على البرهان غير المبا�شر.

ال�س�ؤال الخام�س
0 < x < 12

�أقل قيا�س ممكن لل�ضلع الرابع يكون عندما ت�شكل الأ�ضلاع 
3، 4، 5، مثلثًا مفتوحًا قليلًا.

و�أكبر قيا�س ممكن لل�ضلع الرابع يكون عندما ت�شكل الأ�ضلاع 
3، 4، 5 خطًا م�ستقيمًا تقريبًا، �أي �أن x �أقل قليلًا من 12.

فـر�ص التقويـم
ت�شير الإجابة على ال��سؤال الأول �إلى مدى رغبة الطلاب في 
تقبل نق� صاليقين، لأن ما يمكن البرهنة عليه لي�س وا�ضحًا 

فوراً. �أما الإجابة الجيدة على الأ�سئلة الثاني والرابع 
والخام�س فت�شير �إلى قدرتهم على الا�ستدلال الريا�ضي. يجب 
على الطلاب تطبيق منهجية منظمة في ال�سعي للتو�صل �إلى 

حل ال��سؤال الثالث.
هل الطلاب قادرون على تطبيق مهاراتهم بطرائق مختلفة 

ليتو�صلوا �إلى حل الم��سألة؟
هل الطلاب قادرون على تكوين �صور ذهنية للأ�شكال 

البيانية ثم ا�ستخدامها للتو�صل �إلى الحل، �سواء بر�سم هذه 
الأ�شكال �أم بدون ر�سمها؟
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الوحدة ال�ساد�سة: العلاقات في المثلثات
الن�شاط الثالث: حركة القطعة المتو�سطة في المثلث 

حول هذا الن�شاط
يتطلب هذا الن�شاط معرفة �أن النقطة المركزية في المثلث 
تق�سم القطعة المتو�سطة بن�سبة 1 : 2 من جهة الر�أ�س )يقع 

ثلثا كل قطعة متو�سطة بين الر�أ�س والنقطة المركزية، ويقع 
الثلث الأخير بينها وبين منت�صف ال�ضلع المقابل(. �إذا كان 
الطلاب غير معتادين على هذا المو�ضوع، فلابد من �إجراء 

ن�شاط تمهيدي.
تتيح الأ�سئلة اللاحقة الفر�صة للطلاب لتجريب نقاط 

يختارونها ليتو�صلوا �إلى ا�ستنتاجاتهم.
يحتاج الطلاب �إلى وقت �إ�ضافي للا�ستك�شاف قبل �صياغة 
الا�ستنتاجات والإجابة. وقد يرغب المعلم في تجميع بع� ض
الإجابات وعر�ضها على ال�سبورة لم�ساعدة تفكير المجموعة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الا�ستق�صاء - تطبيق منهجية منظمة في تناول 	

الم�شكلات وعر� ضالإجابة النهائية
• �الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية المرتبطة بكل 	

من الم�ستقيم والهند�سة الإحداثية، وما يت�ضمناه 
بطبيعتهما من علاقات متبادلة عندما يكونان جزءاً 

من الأ�شكال ثنائية الأبعاد 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الفردي الم�ستقل، 

والمناق�شة ال�صفية.

40

الن�شاط	الثالث
حركة الو�سيط

عُيّنت	ثلاث	نقاط	هي:	A،	وB	و	G	على	الم�شتوى	الإحداثي	اأدناه.

 

A

G

B

	حيث	تمثل	القطعة	الم�شتقيمة	AB	اأحد	اأ�شلاع	المثلث.	
وتمثل	النقطة	G	مركز	المثلث.

اأوجد	اإحداثيات	الراأ�س	الثالث	c	للمثلث. 	-1

اإذا	حُركّتِ	النقطة	G	اإلى	موقع	اآخر	على	الم�شتقيم	2	=	y	نف�شه،	فما	الإحداثيات	الجديدة	للراأ�س	C؟	كيف	يمكنك	 	-2
التاأكّد	من	اأن	ذلك	�شحيح	دائمًا.

.G	للنقطة	x	الإحداثي	بدللة	C	للراأ�س	الجديد	x	الإحداثي	لإيجاد	قاعدة	اأوجد 	-3

اإذا	اأمكن	تحريك	النقطة	G	بحيث	تبقى	دائمًا	على	الم�شتقيم	x	=	y،	فما	معادلة	الم�شتقيم	الذي	يجب	اأن	تبقى	عليه	 	-4
النقطة	C؟

x

y

G

BA
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ال�س�ؤال الرابع
y = x + 6

 y ثلاثة �أ�ضعاف الإحداثي C للنقطة y سيكون الإحداثي�
 y = x تقع على الم�ستقيم G وبما �أن النقطة ،G للنقطة

فيكون �إحداثيها ال�سيني ي�ساوي �إحداثيها ال�صادي. وعليه، 
ف�إن الإحداثي ال�سيني للنقطة C ثلاثة �أ�ضعاف الإحداثي 

ا 6. ويزيد الإحداثي ال�صادي للنقطة  ال�سيني للنقطة G ناق�صً
C بـ 6 عن الإحداثي ال�سيني لها.

فـر�ص التقويـم
ت�شير الإجابة على الأ�سئلة الثاني والثالث والخام�س �إلى مدى 
قدرة الطلاب على اتباع منهجية منظمةلا �ستك�شاف الم��سألة 

ومعرفة �أثر تغيير القيم ب�شكل تدريجي.
هل الطلاب قادرون على عر� ضم�سائلهم عبر مجموعة من 
الخطوات المنطقية للتو�صل �إلى الحل في جميع مراحل 

الن�شاط؟
هل الطلاب قادرون على التعبير عن المعارف التي 

ا�ستعملوها في حل الم��سألة؟

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

)0, 6(
النقطة المركزية للمثلث تقع على الو�سيط من منت�صف 

.Cو AB الم�سافة بين
نقطة منت�صف AB هي )3 ,0(. ولأن G تقع على ثلث 

الم�سافة �أعلى الو�سيط، يمكن للطلاب مدّ الو�سيط لإيجاد 
الر�أ�س C عند النقطة )6 ,0(.

ال�س�ؤال الثاني
.y = 6 دائمًا على الم�ستقيم C تقع

ال�س�ؤال الثالث
بما �أن الإحداثي y للنقطة G هو 2، فتكون الم�سافة الر�أ�سية 
من منت�صف القطعة الم�ستقيمة AB �إلى النقطة G ت�ساوي 2 
دائمًا، وبالتالي �ستقع C دومًا على بعد 6 = 2 × 3 وحدات 

ر�أ�سيًا �أعلى محور ال�سينات.
ا�ضرب الإحداثي x للنقطة G في 3، ثم اطرح 6.

C

A

G

B

C

(-3,3)

(0,6)

(3,9)

A

G

B

C

A

G

B

C

(-3,3)

(0,6)

(3,9)
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الوحدة ال�ساد�سة: العلاقات في المثلثات
الن�شاط الرابع: المثلثات في دوائر النقاط الت�سع

حول هذا الن�شاط
ي�ستعمل الن�شاط العلاقات الخا�صة بالزوايا في �سياق حل 

الم��سألة. وقد تكون العلاقة بين الأ�ضلاع والزوايا التي تدعم 
الن�شاط غير متوقعة بالن�سبة للعديد من الطلاب.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• الا�ستق�صاء - تطبيق منهجية منظمة في تناول 	

الم�شكلات عن طريق تطوير نظام لر�سم المثلثات 
وت�سجيل الا�ستنتاجات

• امتلاك قدرة قوية على الا�ستدلال الريا�ضي عند عر� ض	
نواتج البحث وتعميم القوانين المرتبطة بقيا�سات 

الزوايا.

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل مع ال�صف كاملًا والتدري�س الفارقي خلال تنفيذ 

الن�شاط

ت�أكد من �أن لدى الطلاب ر�ؤية وا�ضحة حول المق�صود بعبارة 
"مختلف" في ال��سؤال الأول، �إذ �أن المثلثات الناتجة عن 

الانعكا�س �أو الدوران لا تعد مختلفة.
المثلث 6، 2، 1 مثلًا هو نف�سه المثلث 2، 6، 1، وهكذا.

�شجع الطلاب في ال��سؤال 3 على مناق�شة الأ�ساليب الممكنة 
�ضمن مجموعاتهم وتقديم الدعم المنا�سب لهم. فمثلًا، يمكنك 

�أن ت��سأل: هل ر�سم �أن�صاف الأقطار مفيد؟ 

�أعط الطلاب فر�صة لتجريب �أفكارهم. ف�إذا ا�ستعملوا القيا�س 
ح لهم ب�أن ر�سوم دوائر النقاط الت�سع غير دقيقة،  �أولًا، فو�ضِّ
مما يعني �أنهم يحتاجون �إلى ا�ستعمال الا�ستدلال الخا� ص

بالزاوية.
�ساعد الطلاب عند ال�ضرورة على �إيجاد قيا�سات زوايا كل 

مثلث بتحديد زوايا المثلثات الثلاثة الأخرى، حيث لكل مثلث 
منها ر�أ�س في مركز الدائرة. فمثلًا، بالن�سبة للمثلث 1، 2، 6:

ت�أكد من �أن الطلاب يفهمون المق�صود بـ"دائرة ذات n نقطة" 
في ال��سؤال 6، و�شجعهم على التحقق من �صحة ال�صيغة 

العامة التي يجدونها بتطبيقها على دوائر ب�أعداد مختلفة من 
النقاط.
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ال�س�ؤال الثاني
بما �أنه توجد ت�سع نقاط على الدائرة، فيجب �أن يكون مجموع 
الأعداد الم�ستعملة في الت�سمية هو 9. يمكن عمل �سبع طرائق 

من ثلاثة �أعداد كلية.
الطلاب الذين يعملون ب�أ�سلوب منهجي منظم قد يثقون في 
�أنهم ح�صلوا على النواتج جميعها �إلّا �أنهم يواجهون �صعوبة 
في التعبير عن ذلك ريا�ضيًا. و�سي�ساعدهم ترقيم المثلثات 

على �صياغة الا�ستدلال المطلوب.

ال�س�ؤال الثالث
قيا�سات زوايا المثلثات ال�سبعة هي:

وجدت قيا�سات الزوايا بالأ�سلوب الا�ستدلالي المو�ضح على 
ال�صفحة التالية، والذي ا�ستخدم لإيجاد قيا�سات زوايا المثلث 

.6 ،2 ،1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Triangle Angles

1, 1, 7 triangle 20°, 20°, 140°

1, 2, 6 triangle 20°, 40°, 120°

1, 3, 5 triangle 20°, 60°, 100°

1, 4, 4 triangle 20°, 80°, 80°

2, 2, 5 triangle 40°, 40°, 100°

2, 3, 4 triangle 40°, 60°, 80°

3, 3, 3 triangle 60°, 60°, 60°

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

توجد �سبعة مثلثات محتملة:

ونقاط ر�ؤو�سها الثلاثة هي:
1 ,1 ,7
1 ,2 ,6
1 ,3 ,5
1 ,4 ,4
2 ,2 ,5
2 ,3 ,4
3 ,3 ,3

الزوايا المثلث 
140° ,20° ,20° المثلث 1,1, 7 
120° ,40° ,20° المثلث 1, 2, 6 
100° ,60° ,20° المثلث 1, 3, 5 
80° ,80° ,20° المثلث 1, 4, 4 

100° ,40° ,40° المثلث 2, 2, 5 
80° ,60° ,40° المثلث 2, 3, 4 
60° ,60° ,60° المثلث 3, 3, 3 
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ال�س�ؤال الرابع
يجب �أن يدرك الطلاب �أن الن�سبة بين قيا�سات الزوايا تناظر 

الن�سبة بين ترقيم المثلثات، وقد يف�ضلوا ت�سجيلها على �صورة 
.180° - 20(a + b)° 20 وb°  ،20a° :تعبيرات جبرية

ال�س�ؤال الخام�س
قيا�سات زوايا المثلث a, b, c في دائرة ذات ع�شر نقاط هي: 

.180 - 18(a + b)° َ18، وb°  ،18a°

مجموع قيا�سات زوايا المثلث المر�سوم في دائرة ذات 9 
نقاط 180 درجة، مق�سم �إلى 9 �أجزاء كل منها 20 درجة. وفي 

المثلث المر�سوم في دائرة ذات 10 نقاط، يكون مجموع 
قيا�سات الزوايا 180 درجة،مق�سماً �إلى 10 �أجزاء كل منها 

.a : b : 10 - (a + b) 18 درجة. وتكون ن�سب الزوايا

ال�س�ؤال ال�ساد�س
قيا�سات زوايا المثلث a, b, c في دائرة ذات n نقطة هي:

                 
                       ،              ، 180 -

 
               

وعليه ف�إن الن�سبة بين قيا�سات الزوايا في دائرة ذات n نقطة 
هي a : b : n - (a + b) ويجب تق�سيم مجموع زوايا المثلث 

.n 180 درجة على°

فـر�ص التقويـم
ت�شير �إجابة ال��سؤال الأول �إلى قدرة الطلاب على اتباع 

الأ�سلوب المنهجي لتفادي تكرار المثلث �أكثر من مرّة واحدة.
هل الطلاب قادرون على موا�صلة طريقة الر�سم وترقيم 

المثلثات وقيا�سات الزوايا؟
هل ي�ستعمل الطلاب الريا�ضيات عند مناق�شة المثلثات وعند 

تعميم ما وجدوه والربط بينها؟

المثلث  1، 2، 6 
 COB  المثلث 

∠ COB  = 360 ÷ 9 = 40°  مجموع الزوايا عند نقطة واحدة
ي�ساوي 360 درجة.

بما �أن الم�سافة ثابتة بين كل نقطة على 
المحيط، ف�إن الزوايا تت�ساوى.

∠ BCO	 =  ∠ OBC 
	 = ( 180 − 40) ÷ 2 
	 =  70° 

المثلث COB مت�ساوي ال�ساقين حيث 
�أن OB وOC ن�صفا قطر. 

 BOA  المثلث 
∠ BOA	 =  2 × 40= 80° 
∠ OAB	 =  ∠ ABO 
	 = (180− 80)÷ 2 
	 =  50° 

المثلث ABO مت�ساوي ال�ساقين حيث 
�أن OB وOA ن�صفا قطر. 

 COA  المثلث 
∠ COA	 =  3 × 40 = 120° 
∠ ACO	 =  ∠ OAC 
	 = (180− 120)÷ 2 
	 =  30° 

المثلث COA مت�ساوي ال�ساقين حيث 
�أن CO وAO ن�صفا قطر. 

 الزاوية في المثلث  1، 2، 6  
∠ BCA 	 = ∠ BCO  −∠ ACO 
	 =  70− 30 
	 =  40° 
∠ CAB 	 = ∠ OAB − ∠ OAC 
	 =  50− 30 
	 =  20° 
∠ ABC 	 = ∠ ABO  +∠ OBC 
	 =  50+ 70 
	 =  120° 

الزوايا في المثلثات  1، 2، 6 ت�ساوي 20°،40° ، 120° 

C
B

A

O

180b
n

180a
n

180(a+b)
n
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الوحدة ال�ساد�سة: العلاقات في المثلثات
الن�شاط الخام�س: ربط الجُزرُ

حول هذا الن�شاط
هذه م�شكلة من واقع الحياة يمكن معالجتها با�ستعمال 
خ�صائ� صالمثلثات. وهي تعتمد على م��سألة مذكورة في 
بحث بعنوان: "ا�ستعمال البرمجيات الهند�سية الديناميكية 
لنقل م�سائل الحياة الواقعية �إلى الف�صل المدر�سي: خبرات 
معلمي الريا�ضيات بم�شاكل ال�شبكات الب�سيطة". )ن�شر في: 
مجلة تدري�س الريا�ضيات وتطبيقاتها، المجلد 27، العدد 1، 

.)2008( )Guven, B( ال�صفحات 24-37( )ت�أليف: غيوفن، ب
يجب على الطلاب عند تناول هذا الن�شاط الإ�ستعانة 

بالريا�ضيات التي تعلموها لمعالجة الم�شاكل الواقعية. ويجب 
م�ساعدتهم على تقبل ذلك، با�ستعمال برمجية الهند�سة 
	الديناميكية، مثل GeoGebra )موجودة على الموقع

www.www.geogebra.org(، ومن ال�صعب تحديد القيم 
الدقيقة، لذا يمكن قبول التقريب. �سوف ي�ستفيد الطلاب من 
العمل في مجموعات لإجراء النمذجة بوا�سطة الحا�سوب 

ومناق�شة الأ�ساليب والنتائج.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �القدرة على ربط الريا�ضيات بواقع الحياة من خلال 	

�إيجاد علاقات بين الم��سألة والبنى الريا�ضية
• �القدرة على ابتكار نماذج ريا�ضية بتطبيق المهارات 	

والمعرفة بكل من المثلث والدائرة 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، المناق�شات والعمل �ضمن 

المجموعات.

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

يعطي مركز الدائرة الداخلية �أقل مجموع للم�سافات )5205 
�أميال تقريبًا(.

يليه مركز التعامد )المجموع 5265 ميلًا تقريبًا(، وتتبعه 
النقطة المركزية للمثلث، )المجموع 5515 ميلًا تقريبًا(، ثم 

مركز الدائرة المحيطة )المجموع 5935 ميلًا تقريبًا(.

ال�س�ؤال الثاني
المنهجية المحددة في الر�سم البياني يعطى قيمة �أ�صغر 

5175 هي ميلًا تقريباً.

ب�إمكان الطلاب الإطلاع على نقاط �ستاينر )Steiner( عبر 
http://nuweb2.neu.edu/math/cp/ الإنترنت، الموقع

blog/SteinerSoap/Steiner_Josh.htm

تتميز نقاط �ستاينر )Steiner( ب�أن قيا�س الزاوية المقابلة 
لكل �ضلع من �أ�ضلاع المثلث ي�ساوي °120. ويمكن البرهنة 

على ذلك با�ستعمال خ�صائ� صال�شكل الرباعي الدائري 
المكون من ر�ؤو�س المثلث متطابق الأ�ضلاع ونقطة �ستاينر 

)Steiner( حيث قيا�س زاوية الر�أ�س المقابل 60°.

ال�س�ؤال الثالث
يجب �أن يت�ضمن التقرير الأطوال التقريبية التي تن�ش�أ عن كل 
بديل، ومعرفة المنهجية المطلوب اتباعها لتحديد نقطة الربط 

المركزية التي تعطي �أقل طول ممكن للكوابل.

فـر�ص التقويـم
تظهر بحوث الطلاب في ال��سؤال الأول مدى فهمهم لخ�صائ� ص

مركز الدائرة المحيطة بالمثلث، ومركز التعامد، ومركز 
الدائرة الداخلية بالمثلث، والنقطة المركزية للمثلث، بحيث 
يمكنهم �إن�شا�ؤها على برنامج GeoGebra �أو �أي برمجية 
هند�سية �أخرى. وي�شير تقرير الطلاب في ال��سؤال الثالث �إلى 

قدرتهم على تنظيم �أفكارهم والتعبير عنها ب�شكل جيد.
هل الطلاب قادرون على تو�ضيح العلاقة بين الم��سألة والبنى 

الريا�ضية المعروفة لهم، مثل خ�صائ� صالمثلثات و�إن�شاء 
مختلف نقاط تلاقي الم�ستقيمات داخل المثلث؟
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الوحدة ال�سابعة
الأ�شكال الرباعية
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نظرة عامّة
تقدم هذه الوحدة �أن�شطة متنوعة ومختلفة ذات علاقة بالأ�شكال الرباعية، مع التعامل ب�إيجاز مع الأنماط والن�سب وال�شبكات 

والإحداثيات والدوائر المر�سومة حول الأ�شكال. 

الهدف التعلمي للوحدة
• �تطوير فهم الطلاب لخ�صائ� صالأ�شكال الرباعية المختلفة 	

المعرفة ال�سابقة
• �معرفة �أنواع الأ�شكال الرباعية المختلفة وبع� ضمن �أهم خ�صائ�صها	
• معرفة كيفية ح�ساب م�ساحة مجموعة من الأ�شكال المختلفة 	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الن�شاط الثاني(	
• المجازفة )الن�شاطان الثاني، والرابع(	
• الإبداع )الن�شاط الثالث(	
• التعاون )الن�شاطان الثاني، والرابع(	

المهارات المتقدمة
• التعميم )الن�شاطان الأول، والثاني(	
• الطلاقة )الن�شاطان الأول، والثالث( 	
• الدقّة )الن�شاطان الأول، والرابع(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• الفهم المتعمق للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاط الأول(	
• الربط بين الموا�ضيع الريا�ضية )الن�شاط الثالث( 	
• فهم الأفكار الكبرى )الن�شاط الرابع(	
• فهم البرهان )الن�شاط الثالث(	

مدة تدري�س الوحدة
4 �إلى 6 �ساعات

الم�صادر
�أوراق �إ�ضافية )لجميع الأ�سئلة(
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الوحدة ال�سابعة: الأ�شكال الرباعية
الن�شاط الأول: تناق�ص الم�ساحات

حول هذا الن�شاط
يعتمد هذا الن�شاط على �سياق ب�سيط لإيجاد العلاقة بين 
عنا�صر المتتابعات، ثم ال��سؤال عما �إذا كانت هذه العلاقة 
تنطبق في مواقف �أخرى. و�سيحتاج الطلاب �إلى ا�ستعمال 

نظرية فيثاغور�س لح�ساب الم�ساحات بطرق مختلفة. ويجب 
على المعلم مراقبة �أداء الطلاب عند التعامل مع الجذور 

التربيعية.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• القدرة على التعميم من هذه النماذج المتطورة �أثناء 	

بحث الم�سائل
• �الفهم المتعمق للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية فيما يتعلق 	

بخ�صائ� صالأ�شكال الهند�سية.

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الفردي، 

والمناق�شات الجماعية.
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

	)a

تنق� صالم�ساحة بمقدار الن�صف، في كل مرة. 	)b

ال�س�ؤال الثاني
الأ�شكال الناتجة تتبادل بين المعينات والم�ستطيلات. 	)b

)c

ال�س�ؤال الثالث
• �عند البدء بمتوازي الأ�ضلاع �ستظهر �سل�سلة من 	

متوازيات الأ�ضلاع.
• �عند البدء ب�شبه المنحرف �ستظهر �سل�سلة من متوازيات 	

الأ�ضلاع.
• �عند البدء ب�شكل الطائرة الورقية �ستظهر �سل�سلة من 	

الم�ستطيلات المتبادلة مع المعينات )كلاهما عبارة عن 
متوازي �أ�ضلاع متماثل حول محور التناظر(.

• �عند البدء ب�شكل رباعي مختلف الأ�ضلاع، �ستظهر �سل�سلة 	
من متوازيات الأ�ضلاع.

وفي الحالات جميعها تنق� صالم�ساحة بمقدار الن�صف في كل 
مرة.

فـر�ص التقويـم
يفيد هذا الن�شاط في تقويم طلاقة الطلاب في �إيجاد 

الم�ساحات وتقييم دقتهم عند �إتباع �سل�سلة الخطوات التي 
تنطوي على كميات متدرجة ال�صغر. والطلاب الذين يعتمدون 
على القيا�س لا يقدرون �أهمية الدقة مثل الذين يمزجون بين 

القيا�س والعمليات الح�سابية.
هل ي�ستطيع الطلاب تعميم النتائج التي ح�صلوا عليها من 
النماذج التي طوروها و�أن يعبروا عنها كتابياً و�شفهياً؟

هل هم قادرون على ا�ستعمال خ�صائ� صالأ�شكال الهند�سية 
في �إجراء البحث وحل الم�سائل في هذا الن�شاط؟

الم�ساحة كن�سبة من الم�ساحة طول ال�ضلعالمربع
 م�ساحة 

المربع الأكبر
 1 10 100 1
 2 5     2 50 0.5
 3 5 25 0.25
 4 2.5     2 12.5 0.125

ال�شكل 
الرباعي

الم�ساحة كن�سبة الم�ساحة طول ال�ضلع
 من م�ساحة 

ال�شكل الرباعي 
الأكبر

1 192 16 في 12 1 
0.5 96 10 في 10 2 
0.25 48 8 في 6 3 
0.125 24 5 في 5 4 
0.0625 12 4 في 3 5 
0.03125 6 2.5 في 2.5 6 
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الوحدة ال�سابعة: الأ�شكال الرباعية
الن�شاط الثاني: تجزئة المثلث �إلى �أ�شكال رباعية

حول هذا الن�شاط
يعتبر هذا الن�شاط ا�ستك�شافي وعملي في الآن نف�سه، و�سيكون 

من المفيد �أن يعمل الطلاب ب�شكل تعاوني في مجموعات 
ثنائية �أو �صغيرة بحيث يجربون �أفكاراً مختلفة، و�شرح 

ا. ويمكن لجميع الطلاب بحث  طريقة تفكيرهم لبع�ضهم بع�ضً
هذه الم��سألة ب�صورة منفردة، ولكن قد يحتاج بع�ضهم �إلى 
الدعم والم�ساعدة لتعميم النتائج التي ح�صلوا عليها، �أو 
للتغلب على ارتباكهم ب�سبب العجز على �إيجاد الترتيب 

المطلوب با�ستعمال الأ�شكال الرباعية وحدها. وينبغي على 
المعلم مراقبة محاولاتهم لحل م�سائل الن�شاط من خلال 

تو�صيل النقاط بالحواف.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الا�ستق�صاء - ا�ستعمال منهجية الا�ستق�صاء وطرح 	

ال��سؤال "ماذا لو ...."؟
• �القدرة على تعميم الحقائق من نتائج البحوث المتعلقة 	

بخ�صائ� صالمثلثات والأ�شكال الرباعية

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل في مجموعات ثنائية والمناق�شة ال�صفية
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

هناك عدّة �إمكانيات، منها على �سبيل المثال: �أ(	

�شكلان رباعيان و�شكل خما�سي 	

ثلاثة �أ�شكال رباعية ومثلث واحد 	

�شكل رباعي واحد، ومثلثان و�شكل خما�سي 	

لا 	)b

ال�س�ؤال الثاني
لا 	)a
لا 	)b
لا 	)c

يجب �أن يكون ال�سبب واحد مما يلي: ي�ضيف �أي �شكل  	 )d
رباعي متكون عددًا زوجيًا من الأ�ضلاع �إلى �إجمالي 

الأ�ضلاع في الر�سم. وبما �أن الر�سم يبد�أ بثلاثة �أ�ضلاع، 
فلا بد �أن هناك عدداً فردياً من الأ�ضلاع في النهاية، 

ولذلك لا يمكن الح�صول على �أ�شكال رباعية فقط.
 

ال�س�ؤال الثالث
لا. ال�سبب ب�سيط وهو �أن كل �شكل خما�سي يتكون من �شكل 
رباعي ومثلث و لايمكن تجزئة المثلث �إلى �أ�شكال رباعية.

فـر�ص التقويـم
بينما ي�ستك�شف الطلاب حل الم��سألة في هذا الن�شاط، انتبه 
�إلى دلائل ت�شير �إلى قدرتهم على �إجراء الا�ستق�صاء و�إتباع 
منهجيته. و�أثناء عمل الطلاب في مجموعات �أو مع زميل، 
يمكن للمعلم ملاحظة مدى تقبلهم لحالة نق� صاليقين 

     d َو b المجازفة(. توفر الإجابة على الأ�سئلة: الثاني فرع(
والثالث دليلًا وا�ضحًا على قدرة الطلاب على التعميم.
هل بحث الطلاب حل الم��سألة ب�صورة فردية وجربوا 

احتمالات مختلفة؟
هل الطلاب قادرون على تعميم النتائج التي ح�صلوا عليها، 

ثم عر�ضها على الآخرين با�ستعمال الحقائق الريا�ضية 
وتعبيرات �سليمة؟
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الوحدة ال�سابعة: الأ�شكال الرباعية
الن�شاط الثالث: الزوايا الداخلية في الم�ضلعات المنتظمة

حول هذا الن�شاط
يت�سم هذا الن�شاط عموماً ب�أنه عملي ويمكن تناوله �إما جبريًا 

�أو عدديًا، علماً ب�أنه يتعلق هنا ب�سياق هند�سي محدد.
يعتبر ال��سؤال الأول مثالًا جيداً على البرهان البنّاء المبا�شر، 
ويوفر تمريناً جيداً حتى بالن�سبة للطلاب الذين اطلعوا �سابقًا 

على الجدل الريا�ضي المطلوب.
يمكن ا�ستخدام برنامج الجداول الالكترونية للكثير من 

الأن�شطة التالية، فمثلًا �صيغة ح�ساب قيم الزوايا الداخلية 
والأوجه المرتبطة بها، عندما n ت�ساوي 1 �إلى 360. ويتم 

�أ�سفل هذه ال�صفحة عر� ضمثال من �أحد الجداول الإلكترونية 
التي يمكن ا�ستخدامها:

هذه المنهجية ت�ؤدي �إلى تعميق الفهم ب�شكل لا يتحقق �إذا 
اكتفى الطالب با�ستعمال الورقة والقلم، كما �أنها تحتاج �إلى 
قدر �أقل من التفكير الريا�ضي والطلاقة في ا�ستعمال الجبر. 
لذا، �شجع الطلاب على ا�ستعمال الأ�سلوبين معاً، حيث يمكن 
ا�ستخدام الأ�سلوب العددي في حل الأ�سئلة من الثالث �إلى 

الخام�س، �إ�ضافة �إلى ال��سؤال ال�سابع، والأ�سلوب الجبري لحل 
الأ�سئلة الأخرى، مع �إمكانية ا�ستعمال �أي �أ�سلوب منهما في 

الت�أكد من �صحة الإجابات. وي�ساعد ا�ستخدام مزيج من 
الأ�سلوبين على ت�أكيد العلاقة والات�ساق بين المجالات 

الريا�ضية المختلفة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الإبداع - القدرة على ابتكار المنهجية التي تلائم 	

الموقف والتي ت�ستفيد من مهارات الطلاب المنا�سبة 
بطرق جديدة وغير م�ألوفة لهم.

• �تقدير الترابط بين مختلف مجالات الريا�ضيات المتعلقة 	
بالجبر والأ�شكال الهند�سية

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل في مجموعات 

ثنائية، والمناق�شة الجماعية

A (n) B ( f (n)) C ( g(n)) D (h(n)) E (h(n)–h(n–1))

1 3 180*(1–2/A1) 180(A1–2)  (فارغ)

2 4 180*(1–2/A2) B2–B1 180(A2–2) D2–D1

3 5 180*(1–2/A3) B3–B2 180(A3–2) D3–D2

… … … … … …

 (فارغ)

الأعمدة

ال�صفوف
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ال�س�ؤال ال�ساد�س
  g(n) = f(n) - f(n - 1) =

 
360

n)n-1( 
 

ال�س�ؤال ال�سابع  
10

 n = وبالتالي .n(n - 1) = 90 360  ف�إن
n )n-1(  = 4إذا كانت�

10 )من خلال تفح� صعوامل      ) .

ال�س�ؤال الثامن
من الوا�ضح �أن الم�ضلع المنتظم الذي عدد �أ�ضلاعه n يكون 

عدد زواياه الداخلية �أي�ضاً n، وعليه ف�إن:
h(n) = n × f(n) = 180(n - 2)

ينطبق ذلك �أي�ضاً على الم�ضلع غير المنتظم. ويمكن تو�سيع 
هذا المو�ضوع بطرح ال��سؤال التالي على الطلاب: "هل يمكن 

تطبيق العلاقة على الم�ضلعات غير المنتظمة؟"

ال�س�ؤال التا�سع
h(n) - h(n - 1) = 180

 n أي �أن مجموع الزوايا الداخلية لم�ضلع منتظم عدد �أ�ضلاعه�
يزيد بمقدار 180 درجة على مجموع الزوايا الداخلية لم�ضلع 
منتظم �آخر عدد �أ�ضلاعه n-1. ويمكن تطبيق هذه القاعدة 

على الم�ضلعات غير المنتظمة �أي�ضاً.

فـر�ص التقويـم
يعطي ال��سؤال 1 الطلاب فر�صة �إظهار قدراتهم على �صياغة 

البرهان. و�إذا تم تناول هذا الن�شاط بالدرجة الأولى 
كتمرينات جبرية، ف�إن الأ�سئلة الأخرى تقي�س مدى فهم 

الطلاب للرموز الوظيفية وقدرتهم على �صياغة الم�شكلة في 
معادلات ثم حلها. �أما في حالة التعامل مع الن�شاط 

بالأ�سلوب العددي، ف�إن النجاح في حل الأ�سئلة التالية 
لل��سؤال الأول تقي�س قدرتهم على ا�ستعمال تكنولوجيا 

المعلومات في حل الم�سائل.
هل الطلاب قادرون على تمييز وا�ستعمال المهارات المطلوبة 

لحل الم�سائل؟
هل الطلاب قادرون على ربط خ�صائ� صالأ�شكال بالعبارات 

الجبرية وكتابة العبارة المطلوبة؟

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

حيث �أن مجموع n من الزوايا الخارجية هو 360 درجة، ف�إن 
360، مما ي�ؤدي �إلى �أن  

n قيا�س كل زاوية خارجية ي�ساوي 
- 180 . وب�إخراج  360

n قيا�س كل زاوية داخلية ي�ساوي
عامل م�شترك، 180 درجة، نح�صل على النتيجة.

 
ال�س�ؤال الثاني

7 �أ�ضلاع
الطريقة الف�ضلى هي �أ لايقوم الطلاب بح�ساب �صيغة القيم 
المتتالية لـPِ، ولكن اتباع التفكير الا�ستراتيجي في ت�أمل 

   ،n شكل ال�صيغة نف�سها. فال�صيغة تعتمد على ق�سمة 360 على�
وبنظرة �سريعة �إلى عوامل 360، يت�ضح �أن �أول عدد غير 

�صحيح ينتج عندما تكون قيمة n ت�ساوي 7.

ال�س�ؤال الثالث
15 �أ�ضلاع

الطريقة الجبرية لحل هذه الم��سألة هي حل المعادلة لإيجاد 
عدد الأ�ضلاع عندما يكون قيا�س الزاوية الداخلية 156 

درجة. ومن الممكن �أي�ضاً اتباع طريقة التجريب والتح�سين.

ال�س�ؤال الرابع
حل المعادلة لإيجاد عدد الأ�ضلاع عندما يكون قيا�س 

الزاوية الداخلية 155درجة، يعطي عددًا غير �صحيح )14.4(.

ال�س�ؤال الخام�س
360 �ضلعًا.

في حالة اتباع الأ�سلوب الجبري، ف�إن هذا ال��سؤال ي�ستدعي 
الا�ستدلال الريا�ضي المت�أني. ومن الم�ؤكد �أن قيا�س الزاوية 
الداخلية �سيكون دائماً �أقل من 180 درجة، لذلك ف�إن �أكبر 

قيمة لقيا�س الزاوية بعدد �صحيح هي 179 درجة. ولكن يجب 
تدقيق �إذا كان ذلك يعطي قيمة n بعدد �صحيح، وهو ما 

ينطبق بالفعل، �أي �أن n ت�ساوي 360 درجة.

90
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الوحدة ال�سابعة: الأ�شكال الرباعية
الن�شاط الرابع: حذف مربعات من الم�ستطيلات

حول هذا الن�شاط
يبد�أ هذا الن�شاط ب�أ�سئلة ينتج عنها ت�شكيلة وا�سعة من 
النتائج المتباينة. وفي بع� ضالحالات يمكن �إنتاج 

الم�ستطيلات ب�أقل عدد من الخطوات )مثل الم�ستطيلات التي 
طول �أحد �أ�ضلاعها ي�ساوي طول ال�ضلع الآخر مرّة ون�صف(، 
و�أحياناً �أخرى تتم �إزالة عدة مربعات لت�صغير الم�ستطيل 

الأ�صلي تدريجياً. 
ت�ساعد طرق الا�ستك�شاف هذه الطلاب على تطوير فهم �أف�ضل 

لخ�صو�صيات الم�ستطيل الذهبي. 
من المهم في ال��سؤالين الأول والثاني ت�سجيل �أطوال هذه 

الم�ستطيلات المتتالية بدقة. والطلاب الذين يعتمدون على 
القيا�س )بما يتجاوز القيا�س الأولي لهذه الم�ستطيلات( 

ي�ستبعد �أن يتمكنوا من الحفاظ على م�ستويات الدقة العالية. 
و�إذا لم يلاحظ الطلاب �أنه يمكن ح�ساب الأطوال المتتابعة 

من التنا�سبات الأ�صلية، فيجب تنبيههم �إلى ذلك.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
•  �المجازفة: القدرة على تقبل عدم اليقين عند �إجراء 

البحوث وقبول النتائج التي ت�ستند �إلى البحث
•  �امتلاك ح�س الدقة العلمية في ترتيب المقا�سات

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل في مجموعات 

ثنائية، والمناق�شة الجماعية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤالان الأول والثاني

�أنظر الملحوظة في بند "حول الن�شاط".

ال�س�ؤال الثالث
قد يمكن �إيجاد �أنماط، ولكنها على الأرجح �ستكون متنوعة 

ولي�ست متجان�سة.

ال�س�ؤال الرابع  
�تحتوي الن�سبة بين الأ�ضلاع على �أعداد غير ن�سبية  	)c

	مثل:
، ولكن يمكن تقريبها �إلى 1.618 : 1. 1

2 (1 + √5 )
ن�سبة الم�ساحة هي �أي�ضاً عدد غير ن�سبي،  	 )d"

1 :1، ويمكن التقريب �إلى 2.618 : 1.
2 (3 + √5  ) 	

��إذا لم يلاحظ الطلاب �أن البداية بوحدة مربعة يعني  	
�أن م�ساحة المربع الأكبر تزيد بوحدة واحدة على 
طول �ضلعه، ف�إنه يجب تنبيههم �إلى هذه العلاقة، 
والتي تعتبر خا�صية �أخرى من خوا� صالن�سبة 

الذهبية.

فـر�ص التقويـم
تظهر الإجابة على �أول ��سؤالين قدرة الطلاب على مراعاة 

الدقة في عملهم. والطلاب الذين ي�ستعملون �أ�سلوب الح�ساب 
في الإجابة دون توجيههم �إلى ذلك يبرهنون على قدراتهم 

العالية في هذا المجال.
يك�شف هذا الن�شاط �أي�ضاً ب�شكل عام عن مدى قدرة الطلاب 
على تقبل عدم اليقين والا�ستمرار في الح�سابات على الرغم 

من المجازفة التي ينطوي عليها ذلك.
هل الطلاب قادرون على �إجراء البحث بمفردهم، بدون 

م�شاركة المعلم؟
هل ي�ستطيع الطلاب تقرير ما �إذا كانت ح�ساباتهم �صحيحة 

وتتما�شى مع توقعاتهم؟
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الوحدة الثامنة
التنا�سب والت�شابه
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نظرة عامّة
تتكون الوحدة من عدة �أن�شطة متنوعة حول مو�ضوع التنا�سب والت�شابه، مع انتماء الكثير منها �إلى ال�سياقات الهند�سية.

الهدف التعلمي للوحدة
• فهم ت�أثير الت�شابه على الم�ساحات	

المعرفة ال�سابقة
• المعرفة ب�شروط الت�شابه وت�أثيره على الأطوال	

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الن�شاط الرابع(	
• الإبداع )الن�شاط الرابع( 	
• المثابرة )الن�شاط الثالث( 	
• التعاون )الن�شاط الثاني(	

المهارات المتقدمة
• التعميم )الن�شاطان الثاني، والثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط الأول(	
• الا�ستدلال )الن�شاط الثالث(	
• القدرات فوق المعرفية )الن�شاط الأول( 	
• النمذجة )الن�شاط الثاني(	

مدة تدري�س الوحدة
4 �إلى 6 �ساعات

الم�صادر
�أوراق �إ�ضافية
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الوحدة الثامنة: التنا�سب و الت�شابه
الن�شاط الأول: الم�ساحات والمثلثات المت�شابهة

حول هذا الن�شاط
يركز هذا الن�شاط على العلاقة بين المثلثات المت�شابهة 
وم�ساحاتها، وهو منا�سب للطلاب جميعهم، كما يمكن 

معالجة بع� ضالم�سائل الح�سابية وحلها بطرائق غير معقدة 
ن�سبياً. وي�ستدعي الن�شاط بع� ضعنا�صر البرهان وتكوين 

ال�صور الذهنية، وكذلك �ضرورة التفكير النير، وخ�صو�صاً في 
ال��سؤال الخام�س. ويحتاج الطلاب في �أواخر الن�شاط �إلى فهم 

و�إثبات �أن المثلثات المت�شابهة تكون دائماً متنا�سبة من 
حيث �أطوال الأ�ضلاع، و�أن زواياها المتناظرة متطابقة 

دائماً. ويعتبر ذلك �ضرورياً في ال��سؤال الثاني. وكذلك يحتاج 
المعلم في ال��سؤال الثاني فرع c �إلى الت�أكد من �أن جميع 

الطلاب قد فهموا �أن معامل التكبير يكون دائماً مربعاً ب�سبب 
�ضرب قيمتين تم تكبيرهما بمعامل التكبير نف�سه.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �تقدير الروابط بين مجالات الريا�ضيات المتعلقة 	

بالمثلثات والجبر
• �الفهم العميق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية التي تت�أثر 	

بت�شابه المثلثات

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي والمناق�شة ال�صفية
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

60 وحدة مربعة. يمكن حلّ هذا ال��سؤال عن طريق  	)a
ح�ساب الأطوال الفعلية. ولكن، قد يدرك بع� ضالطلاب 

�أنه �إذا ت�ضاعفت الأطوال ف�إن الم�ساحة تت�ضاعف 
بمقدار �أربع مرات. 

المبد�أ هو ذاته �سواء كان المثلث قائم الزاوية �أملا .  	 )b
ويتم ا�ستكت�شاف هذا المو�ضوع �أكثر في الإجابة على 

ال��سؤال 2.
 

ال�س�ؤال الثاني
بت�سمية قاعدة الارتفاعين D1 و D2 على التوالي،  	)a

يت�ضح �أن المثلثين A1B1D1 و A2B2D2 مت�شابهان 
حيث �أن جميع زواياهم المتناظرة مت�ساوية كذلك. 
وبالتالي ف�إن ن�سبة الارتفاعين h1 �إلى h2 هي نف�س 

 A2B2C2 و A1B1C1 وحيث �أن ،A2B2 إلى� A1B1 ن�سبة
مت�شابهين، ف�إن ن�سبة الارتفاعين h1 �إلى h2 ت�ساوي 

ن�سبة القاعدتين l1 �إلى l2، وهو المطلوب.
بما �أن ن�سبة طولي القاعدتين والارتفاعين هي نف�سها،  	 )b

ف�إن المثلثين متطابقان.
ن�سبة الم�ساحة ت�ساوي R2، لأن معامل الت�شابه يظهر  	 )c

مرتين في معادلة الم�ساحة عند المقارنة بين م�ساحتي 
المثلثين المت�شابهين.

ال�س�ؤال الثالث
ن�سبة الم�ساحة هي         ، بما ي�ساوي 25، وعليه ف�إن الن�سبة 
بين الطولين يجب �أن تكون  25√، �أي 5، وعليه ف�إن طول 

ال�ضلع المطلوب هو 1. 
 

ال�س�ؤال الرابع
10

1000 ، �أي 100، ف�إن 
10

بما �أن الن�سبة بين الم�ساحتين هي 
معامل الت�شابه يجب �أن يكون 100√، �أي 10.

ال�س�ؤال الخام�س
�أ(

فـر�ص التقويـم
تُظهر طرق الحل الم�ستخدمة في ال��سؤال الأول مدى فهم 
الطلاب للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية. كما يظهر النجاح في 
تناول ال��سؤال الثاني �أن الطالب يمتلك قدرة قوية على 
الا�ستدلال الريا�ضي. وي�شير ال��سؤال الخام�س فرع a �إلى 

و�ضوح التفكير وقدر من المنهجية المنظمة، بينما القدرة 
على كتابة م�سائل ملائمة لل��سؤال الخام�س فرع b فتك�شف 

عن امتلاك بع� ضالقدرات فوق المعرفية.
هل الطلاب قادرون على الربط بين خ�صائ� صالمثلثات 

وتغيرات �أبعادها من ناحية، والعبارات والمعادلات الجبرية، 
من ناحية �أخرى؟

هل يدرك الطلاب ت�أثير الت�شابه على التغيرات الحا�صلة في 
�أبعاد المثلثات وم�ساحاتها؟ 

175
7

T1 T2 T3 R

1 4 16 2
10 22.5 50.625 1.5
100 25 6.25 0.5
20 5 1.25 0.5
4 16 64 2

8.333 10 12 1.095
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الوحدة الثامنة: التنا�سب و الت�شابه
الن�شاط الثاني: المثلثات قائمة الزاوية المت�شابهة

حول هذا الن�شاط
الغر� ضمن هذا الن�شاط هو تعريف الطلاب بالأفكار 
الأ�سا�سية لح�ساب المثلثات، انطلاقاً من ت�ساوي ن�سب 

الأ�ضلاع والزوايا في المثلثات المت�شابهة قائمة الزاوية.
قيا�س الزاوية α ي�ؤثر على الإجابات العددية ولي�س على 

العلاقات الريا�ضية، وهو �أمر يلاحظه الطلاب �أثناء تعاونهم 
. c معاً ومقارنة نتائجهم في ال��سؤال الرابع فرع

يمكن للمعلم �أن يخبر الطلاب بوجود جداول تو�ضح ن�سب 
هذه العلاقات للزاويا المختلفة، و�أن بع�� ضآلات حا�سبة 

ت�ضم مفتاحاً يمكن ال�ضغط عليه للح�صول على قيمة ن�سب 
الزاوية المطلوبة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �القدرة على بناء نموذج ريا�ضي بناءً على نتائج البحث	
• �فهم "الأفكار الكبرى" للريا�ضيات المتعلقة بن�سب 	

ح�ساب المثلثات

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي والمناق�شة ال�صفية 

�إجابات الأ�سئلة
بما �أن كل طالب ي�ستعمل الزاوية الخا�صة به، لا يمكن �إعطاء 

الإجابة على ال��سؤالين الثالث والخام�س.

ال�س�ؤالان الأول والثاني
ت�أكد من �أن كل طالب ي�ستعمل مثلثاً يختلف عن باقي زملائه.

ال�س�ؤال الثالث
تعطي الجداول قيم تقريبية للن�سب المثلثية: الظل، والجيب، 

.α وجيب التمام للزاوية

ال�س�ؤال الرابع
الن�سب المثلثية في كل �صف مت�ساوية )رهناً بن�سبة خط�أ  	)a

معقولة في القيا�س(.
المثلثات الثلاثة مت�شابهة، وبالتالي ف�إن ن�سب �أطوال  	)b

�أ�ضلاعها المتناظرة مت�ساوية.
على الطلاب ملاحظة ما ي�أتي: 	)c

• تتغير القيم بين مختلف المثلثات التي بد�أ بها 	
الطلاب، ولكن الن�سب في كل �صف لا تتغير لكل 

مجموعة من المثلثات.
• �إذا كان قيا�س الزاوية α �أكبر، تكون الن�سبة �أكبر في 	

�أول �صفين، ولكن الن�سبة في ال�صف الأخير تكون 
�أقل.

• التغير في الن�سب لا يتنا�سب مع تغير قيا�س الزاوية 	
)�أي �أنه �إذا كان قيا�س الزاوية α �ضعفي قيا�سها في 
مثلث مقارنة ب�آخر، ف�إن ذلك لا يعني بال�ضرورة 

م�ضاعفة �أو تن�صيف الن�سبة المناظرة(.

فـر�ص التقويـم
تبين �إجابة ال��سؤال الخام�س قدرة الطلاب على تطبيق ما 

تعلموه في حل بع� ضالم�سائل. وبعبارة �أخرى: هل ي�ستطيعون 
بناء نموذج ريا�ضي من خلال تطبيق �أوجه الت�شابه بين مثلث 
كل منهم والمثلث المعطى، م�ستخدمين الن�سب التي اكت�شفوها 

بغر� ضقيا�س الأطوال.
هل الطلاب قادرون على بناء نموذج ريا�ضي يتعلق بالن�سب 

المثلثية؟
هل لدى الطلاب القدرة على فهم الروابط بين الزوايا وبين 

�أطوال الأ�ضلاع في المثلثات المت�شابهة؟



86

الوحدة الثامنة: التنا�سب و الت�شابه
الن�شاط الثالث: الأ�شكال المت�شابهة

حول هذا الن�شاط
يت�ضمن هذا الن�شاط تحديات متنوعة تتعلق ب�أطوال 

وم�ساحات الأ�شكال الهند�سية المت�شابهة، وهي تحديات 
تعمق وتعزز حد�س الطلاب تجاه الت�شابه في الأبعاد الثنائية 
والأحادية. ويجب على المعلم مراقبة العمليات الجبرية التي 

ينفذها الطلاب لأن دقتها ت�ؤثر بقوة في �صحة النتائج.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �المثابرة - المثابرة لتجاوز العوائق عند �إجراء 	

الح�سابات با�ستخدام المعادلات المعقدة والجذور 
التربيعية

• �امتلاك قدرة قوية على الا�ستدلال الريا�ضي عند تطبيق 	
ت�شابه المثلثات في العمليات الح�سابية

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الفردي، 

والمناق�شات الجماعية.

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

1 53 وحدة 
3 �أ(	

�الن�سبة بين قيا�س الأطوال هي 3 : 4، لذلك ف�إن محيط  	
Q = 4 وحدة.

3 ال�شكل 40 × 
1 53 وحدة مربعة 

3 	)b
�الن�سبة بين الم�ساحات هي 42 : 32، لذلك ف�إن محيط  	

Q = 16 وحدة.
9 ال�شكل 30 × 

ال�س�ؤال الثاني
المحيط ي�ساوي    40 = 40 ×      ، والم�ساحة ت�ساوي

30 (        )2 

ال�س�ؤال الثالث
 1 - ( M L

K L
م�ساحة ال�شكل الرباعي المظلل ت�ساوي 2( 

 JKL = 1 م�ساحة المثلث
 NML = 1 x ( M L

K L
م�ساحة المثلث 2( 

وبالتالي ف�إن م�ساحة ال�شكل الرباعي المظلل هي الفرق بين 
م�ساحتي المثلثين.

ال�س�ؤال الرابع  
 1 : √2

ال�س�ؤال الخام�س
من المعطيات الم�ستطيلات مت�شابهة وبالتالي ف�إن:

y = zk ،w = xk ،u = vk
u + w + y = (v + x + z)k مما يعني �أن

�أي �أن الن�سبة بين �أطوال الأ�ضلاع هي K : 1 كما هو متوقع 
في الم�ستطيلات الأ�صلية. وعليه، ف�إن الم�ستطيل الجديد ي�شبه 

كلًا من الم�ستطيلات الأ�صلية. 

فـر�ص التقويـم
قد تكون هذه الأن�شطة مربكة للطلاب، لذا يجب على المعلم 
الت�أكد من �أنهم يدركون متى يتعاملون مع الأطوال ومتى 
يتعاملون مع الم�ساحات، وما يترتب على ذلك من ت�أثيرات 

مختلفة. و لاتظهر قدرات الا�ستدلال القوية �إ� لاإذا حافظ 
الطلاب على و�ضوح هذه المفاهيم. ي�ضاف �إلى ذلك �أن هذا 

الن�شاط يحتاج �أي�ضاً �إلى المثابرة.
هل الطلاب قادرون على تخطي ال�صعوبات عندما يواجهون 

تعقيدات المعادلات الريا�ضية والجذور التربيعية؟
هل الطلاب قادرون على ا�ستعمال الا�ستدلال الوا�ضح لتبرير 

المنهجية المتبعة في التو�صل �إلى الحل ونمذجته؟

h
g

h
g

h
g
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من الوا�ضح بدايةً �أنه ينبغي على الطلاب ا�ستخدام الن�سب 
المثلثية، وهو �أمر ينبغي على المعلم ر�صده للت�أكد من 

�صحته.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الا�ستق�صاء - تطبيق منهجية الا�ستق�صاء عند درا�سة 	

الم�شكلة
• الابتكار - القدرة على ابتكار الطريقة الملائمة للموقف 	

وتحديد المهارات والحقائق المطلوبة لحل الم�شكلة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي في مجموعات �صغيرة والمناق�شة ال�صفية

الوحدة الثامنة: التنا�سب و الت�شابه
الن�شاط الرابع: تق�سيم الكعكة

حول هذا الن�شاط
يوفر هذا الن�شاط للطلاب فر�صة ا�ستخدام فهمهم للقواعد 
الريا�ضية والتمرن على المهارات الجديدة التي اكت�سبوها، 
وذلك في �سياق م�ألوف لهم، وهو تق�سيم الكعكة. وي�شتمل 

الن�شاط على تق�سيم كعكة دائرية �إلى �أجزاء مت�ساوية الحجم 
في البداية، ثم ي��سأل الطلاب �إذا كان تطبيق ا�ستراتيجية 
تقطيع الكعكة با�ستخدام زوايا متطابقة ت�سري على قالب 
الكعك ذو ال�سطح المربع ال�شكل. و�إذا كان الرد بالنفي، فما 

هي الا�سترايتجية الأن�سب؟
وت�ستدعي بع� ضمكونات الأ�سئلة مهلة تفكير طويلة. ففي 
ال��سؤال الثالث، مثلًا، يحتاج بع� ضالطلاب �إلى م�ساعدة 

المعلم على �صياغة البرهان العام. ويجب ت�شجيع الطلاب 
على البدء بتجريب ترتيبات مختلفة والت�أكد من �أن م�ساحة 
كل قطعة ت�ساوي 48 �سم2، ثم يقترح المعلم عليهم الانتقال 

�إلى حالة عامة ت�شتمل على قيم غير معلومة.
في الأ�سئلة الرابع والخام�س وال�ساد�س، يحتاج الطلاب �إلى 
�إجراء الا�ستق�صاء وا�ستك�شاف مختلف الامكانات، حيث 

يختارون ب�أنف�سهم القيم الواجب ا�ستخدامها، والحالات التي 
ينبغي تجربتها للتو�صل �إلى الا�ستنتاجات النهائية.
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�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

لا.
يمكن �إثبات ذلك بتو�ضيح �أن م�ساحة �أي قطعة لا ت�ساوي 48 
�سم2، حيث �أن ت�ساوي القطع يعني �أن م�ساحة كل قطعة يجب 

�أن تكون:
3÷122  ي�ساوي 48  �سم2.

 y ت�ساوي                     �سم2 ، حيث A م�ساحة �شبه المنحرف
يتم ح�سابها من ال�شكل التالي

             وبالتالي ف�إن           = tan(30°
                                        

)مقربة �إلى �أقرب منزلتين ع�شريتين(.
الم�ساحة A ت�ساوي 46.4 �سم2، وبالتالي ف�إن القطع لي�ست 

مت�ساوية.

6

6

A

120º
 y



a b

1 2 3

4

5

6
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9

10

11

12

6 6

4 8

6

6

8

4

A

B

C

A

B

C
12







4a 124a

121612a

1612a

12a a

6(6+y)
2

(y-6)
6

y= 6+6 × tan(30°) = 9.46 سم

)

120o

6

6
A

y - 6

6

االو�سيلة البديلة لحل الم�شكلة  )بدون ا�ستخدام ح�ساب المثلثات( هي 
اعتبار �أن المربع مق�سم �إلى 12 قطعة بحيث �أن الزاوية الموجودة 

.30o = في كل قطعة والواقعة في المركز كل منها

تق�سيم الكعكة �إلى قطع بزاويا 120 درجة يحتاج �إلى �أخذ 4 قطع 
متجاورة زاوية كل منها 30 درجة. ويكون ذلك �إما قطعة واحدة في 
و�سط �ضلع )مثل القطعة 2( وثلاثة قطع مجاورة لركن )مثل القطع 1 
و3 و4(، �أو قطعتين في و�سط �ضلع )مثل القطعتين 2 و5( وقطعتين 
مجاورتين لركن )القطعتين 3 و4(. ولكي يت�ساوى مجموعها، يجب 
�أن تكون م�ساحة القطعة المجاورة للركن م�ساوية لم�ساحة القطعة 
الموجودة في و�سط ال�ضلع. وبما �أن الأبعاد العمودية متطابقة، ف�إن 
�أطوال القواعد يجب �أن تكون متطابقة. وبالتالي ف�إنه، في ال�شكل 

.bو a المرافق لل��سؤال، يجب �أن يت�ساوى المقطعان
ولكن هذا ال�شرط لا يتوفر، وهو ما نراه في اختلاف الأطوال التي 

ين�ش�أ منها زاوية مت�ساوية عند النقطة.

ال�س�ؤال الثاني
بخلاف ال��سؤال الأول، حيث �أثبت الطلاب �أن م�ساحة قطعة لا ت�ساوي 
ثلث الم�ساحة الإجمالية، يجب على الطلاب هنا �إثبات �أن كل قطعة من 

القطع الثلاثة ت�ساوي ثلث الم�ساحة الكلية.
يمكن �إيجاد م�ساحة A وB وC )كل منها ي�ساوي 48�سم2 بعدة طرق 
مختلفة، منها طريقة تق�سيم كل قطعة �إلى مثلثات تتلاقى في ر�أ�س 
م�شترك )�أنظر الخط المنقط(، ثم �ضرب طول قاعدة كل قطعة في 

الارتفاع الر�أ�سي )الم�ساوي 6�سم في جميع الحالات(.
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ال�س�ؤال الثالث
بما �أن طول الأ�ضلاع الخارجية لكل قطعة هي 16 �سم، ف�سنجد �أن

 a + b = 4 وبالتالي ف�إن
b = 4 – a. كما هو مو�ضح في ال�شكل. 

الآن نقوم بح�ساب م�ساحة كل قطعة من الثلاث قطع.

 .T1وT2 وT3 :نقوم بتق�سيم القطعة �إلى ثلاث مثلثات 	 A م�ساحة

  )6()a( =3a     T1 م�ساحة المثلث
   )6()12( = 36    T2  م�ساحة المثلث

  )4-a( )6( = 12 – 3a   T3  م�ساحة المثلث
وبالتالي م�ساحة القطعة ت�ساوي 48

T4  T5, نقوم بتق�سيم القطعة �إلى مثلثين  B م�ساحة

   (12 - a) (6) =36- 3a  T4 م�ساحة المثلث
      (4 + a) (6) =12+ 3a  T5 م�ساحة المثلث

م�ساحة القطعة ت�ساوي 48
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:C م�ساحة القطعة
 )A م�ساحة - B 144 - )م�ساحة =  

.48 = 48 - 48 - 144 =  

ال�س�ؤال الرابع  
نعم، ينطبق ذلك على المربعات ذات المقا�سات المختلفة.

ال�س�ؤال الخام�س
م المربع بم�ستقيمات من المحيط �إلى المركز فقط، ف�إن عندما يق�سَّ

 م�ساحة كل جزء من المربع تتنا�سب مع طول ال�ضلع.

ال�س�ؤال ال�ساد�س
تنطبق العلاقة ال�سابقة على جميع الأ�شكال المنتظمة، كما �أن 

ا�ستخدام الزوايا في الدائرة ممكن، وذلك لأن الزاوية تتنا�سب مع 
مقا�س مقطع محيط الدائرة.

يمكن ا�ستعمال هذا ال��سؤال لتو�سعة نطاق الن�شاط. و�سيحتاج 
الطلاب �إلى تجريب نموذجهم على الأ�شكال المنتظمة  الأخرى.

فـر�ص التقويـم
تتطلب الأ�سئلة الأول والثاني والثالث من الطلاب �أن يجدوا المنهجية 
المنا�سبة للحل، بينما تتطلب الأ�سئلة الرابع والخام�س وال�ساد�س �إجراء 

ا�ستق�صاء خا� صلحلها. و�سي�ساهم مراقبة جهود الطلاب في تحديد مدى 
قدرتهم على تنفيذ

 هذه العمليات الريا�ضية.
هل الطلاب قادرون على �إجراء البحث الم�ستقل اللازم بناء على

 المعلومات المقدمة في ال��سؤال؟
هل ي�ستطيع الطلاب ا�ستعمال مهاراتهم ب�شكل مبدع في المواقف غير 

الم�ألوفة؟

12-(16-(12-a))

1
21

21
2

1
2

1
2
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نظرة عامّة
تو�سع هذه الوحدة مدارك الطلاب حول مو�ضوع التحويلات الهند�سية وتعمق نظرتهم في البنية الريا�ضية المت�ضمنة، وتقديم 
وا�ستك�شاف تركيب التحويلات الهند�سية. معظم العمل يعتمد الا�ستق�صاء منهجًا لإيجاد كيف تعمل التحويلات الهند�سية على 

النقاط والأ�شكال الهند�سية.

الهدف التعلمي للوحدة
• تعميق فهم الطلاب لموا�ضيع الدوران والانعكا�س والإزاحة والتمدّد	

المعرفة ال�سابقة
�معلومات �أ�سا�سية عن الإزاحة والدوران حول النقطة والانعكا�س في الم�ستقيم والتمدّد من مركز معطى 	 •

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الن�شاطان الثالث، والرابع(	
• الإبداع )الن�شاط الأول( 	
• المثابرة )الن�شاط الثاني( 	
• التعاون )الن�شاط الثالث(	

المهارات المتقدمة
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط الأول(	
• التعميم )الن�شاط الثالث(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• و�ضوح المفاهيم )الن�شاط الثاني(	
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية )الن�شاطان الأول، والرابع( 	
• فهم البرهان )الن�شاط الرابع(	

مدة تدري�س الوحدة
4 �إلى 6 �ساعات

الم�صادر
�ورق ر�سم بياني، وورق �شفاف

�برمجية الر�سم البياني )�إذا توفرت(



92

الوحدة التا�سعة: التحويلات الهند�سية
الن�شاط الأول: الدوران والانعكا�س

حول هذا الن�شاط
يهدف هذا الن�شاط �إلى �إثارة التفكير ب�ش�أن التحويلات 
الهند�سية المركّبة، كما يُعرِّف الطلاب بفكرة ترتيب 

التحويلات وت�أثيرها، وهي فكرة يتم تطويرهالا حقًا في 
�أن�شطة �أخرى �ضمن هذه الوحدة. 

قد ي�ساعد ا�ستعمال برمجية التمثيل البياني الطلاب على 
تعميق فهمهم لما يح�صل، خا�صة في الأ�سئلة الأخيرة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �القدرة على تكوين �صور ذهنية وا�ضحة فيما يتعلق 	

بالتحويلات الهند�سية
•   �تعميق الفهم للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة 	

بالدوران والانعكا�س
تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 

العمل في مجموعات �صغيرة والمناق�شة ال�صفية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول
)4, 3( 	)a
)b, a( 	)b

y = x أي نقطة على الم�ستقيم� 	)c

ال�س�ؤال الثاني
)-3 , -4( 	)a
)-a, -b( 	)b

فقط نقطة الأ�صل )0 ,0( لا تتغير، لأنه �إذا كانت  	)c"
.a = b = 0 ف�إن ،)-a, -b( = )a, b(

 
ال�س�ؤال الثالث

الت�أثير الناتج هو دوران °90 مع اتجاه عقارب ال�ساعة حول 
نقطة الأ�صل.

ال�س�ؤال الرابع  
الت�أثير الناتج هو دوران °90 عك�س اتجاه عقارب ال�ساعة 

حول نقطة الأ�صل.

ال�س�ؤال الخام�س
الناتج النهائي هو ال�شكل الأ�صلي نف�سه، �أي لا يوجد تغيير 

على الإحداثيات.

ال�س�ؤال ال�ساد�س
.y = -3x انعكا�س في الم�ستقيم الذي معادلته

�إذا ر�سم الطلاب �شكلًا هند�سياً )مثل المثلث( ثم تم عك�سه حول 
الم�ستقيم y = x2 ، ثم تدويره °90 عك�س اتجاه عقارب 
ال�ساعة، �سيلاحظون �أين )تقريباً( يكون محور الانعكا�س 

المطلوب بحيث يكون مجموع الانعكا�سين م�ساوياً للدوران.

فـر�ص التقويـم
ت�ساعد الأ�سئلة من الأول �إلى الرابع الطلاب على معرفة مدى 
ا�ستيعاب الطلاب للأفكار الأ�سا�سية المتعلقة بالتحويلات 

الهند�سية وكيفية تركيبها. ويعمل ال��سؤلان الخام�س 
وال�ساد�س على تو�سعة هذه الأفكار قليلًا. وتظهر المحاولات 
الجيدة لحل هذه الأق�سام �أن الطالب يمتلك مهارات جيدة 

لتكوين ال�صور الذهنية.
هل الطلاب قادرون على و�صف التحويلات الهند�سية دون 

تمثيلها بيانياً؟
هل الطلاب قادرون على التعليق على التغيرات الناجمة على 
خ�صائ� صالأ�شكال وموقعها عند تطبيق الانعكا�س والدوران؟
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الوحدة التا�سعة: التحويلات الهند�سية
الن�شاط الثاني: تركيب التحويلات الهند�سية

حول هذا الن�شاط
هذا الن�شاط تو�سعة لأعمال الطلاب في مجال التحويلات 

الهند�سية، حيث �أنهم مطالبون بتركيب هذه التحويلات وفقًا 
لمنهجية منظمة ثم يدر�سون نتائجها. وتنح�صر الأ�سئلة 
ب�شكل عام في �أنواع محددة من التحويلات الهند�سية 

والنقاط، و�ستكون بالتالي منا�سبة �إلى حد معقول لجميع 
الطلاب. من ال�ضروري تنفيذ هذا الن�شاط في مجموعات 

ثنائية �أو ثلاثية ليت�سنى للطلاب مناق�شة ما يتو�صلوا �إليه.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �المثابرة - المثابرة على تذليل ال�صعاب التي 	

يواجهونها عند �إيجاد �إحداثيات النقاط التي تكون جزءاً 
من التحويل الهند�سي المطلوب

• �و�ضوح المفاهيم المتعلقة بالتحويلات الهند�سية 	
وت�أثيرها على التغيرات في الإحداثيات

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
العمل الفردي والمناق�شة ال�صفية

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

)3, 5(  )d              )-3, 2(  )c           )4, 6(  )b         )3, 2( )a

ال�س�ؤال الثاني
     با�ستخدام نتائج التحويلات في ال��سؤال الأول نجد �أن

ال�س�ؤال الثالث
�إزاحة بمقدار   )     (
�إزاحة بمقدار   )     (  
�إزاحة بمقدار   )     (   
�إزاحة بمقدار   )     (   
�إزاحة بمقدار   )     (  

فـر�ص التقويـم
يتطلب هذا الن�شاط الو�ضوح والانتباه. ويت�ضح من متابعة     
ملاحظة الطلاب �أيهم يمتلك هذه ال�صفات، حتى �أثناء العمل 

الجماعي.
هل ينجح الطلاب في �أداء المطلوب منهم بدرجة �أعلى من الدقة؟ 
هل يظهر الطلاب ا�ستيعابهم للمفاهيم عند عر� ضنماذجهم لحل 

الم��سألة؟

	)a
	)b
	)c
)d
)e

         T1 (T2 (A)) = T1 (6,4) = (6,4)

	 T3 (T4 (A) ) = T3 (3,5) = (-5,3)

	 T1 (T1 (A) ) = T1 (3,2) = (2,3) = A

	  T2 (T2 (A) ) = T2 (4,6) = (6,9)

	 T1(T2 (T3 (T4 (A)))) =T1 (T2 (-5,3) ) =

         T1 (-3,6) = (6,-3)

الفقرة )a(: الإزاحة الناتجة غير متكافئة. فعلى �سبيل المثال �إذا 
اخترنا النقطة) B = (1, 1 ف�إن ناتج التحويل هو   )3, 4( 

( وهي تختلف عن الإزاحة  3
2 وهذا يعطينا الإزاحة  )
.A الناتجة من النقطة

الفقرة )b(: الإزاحة الناتجة غير متكافئة. فعلى �سبيل المثال �إذا 
اخترنا النقطة) B (1, 1 ف�إن ناتج التحويل هو   )1, 1-( 
( وهي تختلف عن الإزاحة  -2

0 وهذا يعطينا الإزاحة  )
.A الناتجة من النقطة

الفقرة )c(: الإزاحة الناتجة متكافئة وذلك لأننا نطبق الانعكا�س 
حول الم�ستقيم نف�سه مرتين مما يعني الح�صول على 

) 0  
0 النقطة نف�سها وبالتالي ف�إن الإزاحة هي)

الفقرة )d(: الإزاحة الناتجة متكافئة وذلك لأن ناتج �أي �إزاحتين 
.) 4  

6 هو �إزاحة. لذا ف�إن الإزاحة الناتجة هي )
الفقرة )e(: الإزاحة الناتجة غير متكافئة. فعلى �سبيل المثال �إذا 
اخترنا النقطة) B = (1, 1 ف�إن ناتج التحويل هو )1, 4( 
(.   وهي تختلف عن الإزاحة  3  

0 وهذا يعطينا الإزاحة)
.A الناتجة من النقطة

4
1
-7
0
0
0
4
6
4

-6

ال�س�ؤال الرابع
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الوحدة التا�سعة: التحويلات الهند�سية
الن�شاط الثالث: معكو�س التحويلات الهند�سية

حول هذا الن�شاط
يعّد هذا الن�شاط مقدمة لمعكو�س التحويلات الهند�سية

من المفتر�� ضأن الطلاب لم يدر�سوا مثل هذه المفاهيم في 
المنهاج الأ�سا�سي. وقد يحتاج الطلاب �إلى مثال يو�ضح لهم 
مغزى �أول جملتين، على �أ لايكون المثال عبارة عن تحويل 
هند�سي مكافئ لمعكو�سه )مثل الانعكا�س في م�ستقيم( حيث 
�أن بع� ضالطلاب قد يعتقد هذه الخا�صية تتوفر في جميع 

معكو�سات التحويلات الهند�سية.
يجب العمل ب�شكل تعاوني في هذا الن�شاط، وخا�صة في 

ال��سؤالين 2 و3، �ضمن مجموعات ثنائية �أو �صغيرة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
الا�ستق�صاء - ا�ستعمال منحى الا�ستق�صاء المتعلق 

بالتحويلات الهند�سية
القدرة على التعميم من نتائج البحث و�صياغة العبارات 

المنا�سبة

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل في مجموعات �صغيرة والمناق�شة في ال�صف ب�أكمله

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

y = x الانعكا�س في 	)a
 )
 
-2
-3  
الإزاحة بمقدار ) 	 )b

الدوران بمقدار 90 درجة حول النقطة )0 ,0( باتجاه  	)c
عقارب ال�ساعة

تمدّد معامله        ، ومركزه   )1, 1(. 	)d
لاحظ �أن معكو�س التمدد T  هو التمدد T-1 الذي معامله        

، ومركزه )I )1 ,1   بحيث:                            يمكن 
تمثيله  بالنقطة الواقعة في المنت�صف بين النقطتين 

A و )1, 1(.

ال�س�ؤال الثاني
�ستختلف الألفاظ، ولكن يجب �أن تدل عامة على ما يلي: 

معكو�س الانعكا�س في م�ستقيم معطى هو انعكا�س في  	)a
الم�ستقيم نف�سه. 

معكو�س الإزاحة بمقدار متجه محدد هو �إزاحة بمقدار  	)b
�سالب لهذا المتجه. 

معكو�س الدوران بمقدار محدّد وباتجاه محدد حول  	)c
نقطة معطاة هو دوران بالزاوية نف�سها حول النقطة 

نف�سها وبعك�س الاتجاه.
معكو�س التمدّد بمعامل تمدّد معطى ومركز تمدّد محدّد  	)d
هو تمدّد معامله مقلوب معامل التمدّد المعطى ومركزه 

هو مركز التمدّد نف�سه.

فـر�ص التقويـم
تعطي الإجابة على ال��سؤال 2 م�ؤ�شرًا على ثقة الطلاب 

وقدرتهم على التعميم، وتطبيق منهجية منظمة في البحث.
هل الطلاب قادرون على الا�ستق�صاء ب�شكل منفرد وتو�ضيح 

طرق تفكيرهم؟ هل هم قادرون على التعميم من خلال 
�صياغة العبارات ذات ال�صلة بالتحويلات الهند�سية التي 

يدر�سونها؟

1
2

1
2

A) = B)T-1
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الوحدة التا�سعة: التحويلات الهند�سية
الن�شاط الرابع: هل ي�ؤثر الترتيب في التحويلات الهند�سية؟

حول هذا الن�شاط
يقدم هذا الن�شاط �إلى الطلاب قواعد الإبدال في التحويلات 
الهند�سية، على افترا�� ضأن المنهج الأ�سا�سي لم يتناول هذا 
المو�ضوع بعد. وقد يحتاج الطلاب �إلى مثال ي�ساعدهم على 
ا�ستيعاب المفهوم ورموزه. يجب منح الطلاب مهلة لدرا�سة 
ال��سؤال الأول با�ستعمال الر�سم التقريبي �أو برمجية الر�سم 

البياني.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• �الا�ستق�صاء - ا�ستعمال منهجية الا�ستق�صاء في حل 	

الم�سائل
• �الفهم المتعمق للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة 	

بالتحويلات الهند�سية والإبدال
تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 

الف�صل ب�أكمله

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

T1 و T4 يحققان الخا�صية الإبدالية.

باقي �أزواج التحويلات غير �إبدالية )با�ستثناء حالة ت�ساوي 
.)T1و T1 التحويلان، مثل

ال�س�ؤال الثاني
هذان التحويلان لي�سا �إبدالّيين. 	)a

�المثال الم�ضاد �صورة النقطة )3 ,2( بالانعكا�س في  	
 .y = x ثم انعكا�س في الم�ستقيم Y المحور

��إذا �أجري الانعكا�س في محور ال�صادات �أولًا تلاه  	
انعكا�س في الم�ستقيم y = x، ف�إن �صورة النقطة هي 

.)3, -2(
��إذا تم الانعكا�س في الم�ستقيم y = x �أولًا، تلاه انعكا�س  	

في محور y، ف�إن �صورة النقطة هي )2 ,3-(.
هذان التحويلان �إبدالّيان 	)b

��إن التحويل الإجمالي لإزاحتين هو مجموع عن�صري  	
محور x ومجموع عن�صري محور y. ويكون لأي تركيب 

لتحويلين كهذا الناتج نف�سه، بما ي�شمل �إجراء 
الإزاحتين نف�سيهما بترتيب معاك�س.

هذان التحويلان �إبدالّيان. 	 )c
�يتم، في الواقع، جمع درجات الدورانين، مع اعتبار  	
الدوران في الاتجاه العك�سي �سالباً. وحيث �أن عملية 

الجمع �إبدالية، ف�إن ترتيب الدورانين لي�س مهماً.
هذان التحويلان الهند�سيان �إبداليان. 	 )d

تركيب تمددين لهما مركز تمدد واحد هو �ضرب  	
معاملي التمدد. وحيث �أن ال�ضرب �إبدالي، ف�إن ترتيب 

التمددين لي�س مهماً.

فـر�ص التقويـم
ي�ستدعي جزءا هذا الن�شاط من الطلاب �أجراء ا�ستق�صاء 
م�ستقل، واتخاذ قرارات م�ستقلة، وترتيب عملهم بطريقة 

منهجية منظمة. وتك�شف مراقبة جهود الطلاب �أي الطلاب 
لديه قدرات عالية في هذا المجال، و�أيهم يحتاج �إلى المزيد 

من الوقت لتطوير قدراته.
يتتطلب ال��سؤال الثاني من الطلاب مثالًا م�ضاداً، �أو برهانًا 

لتبرير النتائج، وتعطي الإجابة عليه م�ؤ�شرًا جيدًا على التقدم 
الذي و�صل �إليه الطلاب في هذا المجال.

هل الطلاب قادرون على تدار�س كل النتائج الممكنة؟
هل يدرك الطلاب القواعد الريا�ضيات اللازمة لحل هذه 

الم�سائل، وهل يمكنهم الربط بينها؟
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الوحدة العا�شرة
الدوائر
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نظرة عامّة
تو�سع هذه الوحدة فهم الطلاب للدوائر عبر �أن�شطة وبحوث وا�سعة التنوع.

الهدف التعلمي للوحدة
تعميق فهم العلاقات بين الدوائر مختلفة المقا�سات 	 •

المعرفة ال�سابقة
المعرفة بمحيط الدائرة و كيفية ح�ساب م�ساحتها  	 •

المعرفة الأ�سا�سية عن المما�سات ومعادلات الدائرة )الن�شاط الرابع(  	 •
الطلاقة في بع� ضالمعالجات الجبرية )الن�شاط الرابع( 	 •

خ�صائ�ص الأداء المتقدم 
القيم والاتجاهات وال�سمات

• الا�ستق�صاء )الن�شاط الثالث(	
• التعاون )الن�شاط الثالث(	

المهارات المتقدمة
• تكوين ال�صور الذهنية )الن�شاط الثاني(	
• الا�ستدلال )الن�شاط الثاني( 	
• التعميم )الأن�شطة الأول، والثالث، والرابع( 	
• الطلاقة )الن�شاطان الثاني، والرابع(	
• الدقة )الن�شاط الأول(	

المعرفة والفهم المتقدمان
• و�ضوح المفاهيم )الن�شاط الرابع(	
• الفهم المتعمق للبنى الريا�ضية الأ�سا�سية )الأن�شطة الأول، والثاني، والثالث( 	
• الربط بين الموا�ضيع الريا�ضية )الن�شاط الرابع( 	
• فهم البرهان )الن�شاط الأول(	

مدة تدري�س الوحدة
4 �إلى 6 �ساعات

الم�صادر
ات )الن�شاط الثاني( �أوراق ومق�صّ
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الوحدة العا�شرة: الدوائر
الن�شاط الأول: الن�سبة بين م�ساحتين

حول هذا الن�شاط
ي�ستدعي هذا الن�شاط معرفة نظرية فيثاغور�س والم�ساحة. 

وتقدم الأجزاء الأربعة من ال��سؤال الأول بنية ريا�ضية ي�ستفيد 
منها الطلاب في حل بقية الأ�سئلة.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
•   الدقة فيما يتعلق بالتعامل مع الأبعاد والكميات 

•   �القدرة على بناء البرهان الريا�ضي با�ستعمال الحقائق 
المعلومة م�سبقاً 

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي والمناق�شة ال�صفية 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

�25π �أو 78.6�سم2 	)a
�ن�صف قطر الدائرة ال�صغرى هو ن�صف طول �ضلع المربع،  	
�أي ن�صف 10 ي�ساوي 5�سم، وعليه ف�إن م�ساحة الدائرة 

هي π × 5 × 5 ي�ساوي 78.6 �سم2 
�في حين �أن معظم الطلاب يف�ضلون �إيجاد قيمة عددية  	

للم�ساحة، يف�ضل البع� ضالآخر الإجابة بدلالة π، �أي �أن: 
25π. ويجب ت�شجيعهم على ذلك حيث �أنه يدعم قدراتهم 

على التعميم.
200√  �أو 14.14�سم 	)b

�با�ستعمال نظرية فيثاغور�س، ف�إن طول القطر هو  		
d2 = 102 + 102 = 200، وبالتالي ف�إن                                                                              

d =√200 = 14.14          
مرة �أخرى، يجب الت�شجيع على الاحتفاظ بالإجابة  	

الدقيقة، 200√.
 157.1cm2 50 �أوπ 	)c

�القطر هو نف�سه قطر الدائرة الكبرى، وعليه ف�إن ن�صف  	
قطر الدائرة الكبرى هو  7.07 = 2 ÷ 14.14فت�صبح 

م�ساحة الدائرة الخارجية م�ساوية

في حالة الإجابة بدلالة الجذر التربيعي، تكون الإجابة  	
.π × (√200

2
)2 = 50π :على النحو التالي

م�ساحة الدائرة الكبرى �ضعفي م�ساحة الدائرة ال�صغرى. 	)d

ال�س�ؤال الثاني
نتيجة ال��سؤال الأول d �صحيحة مهما كان مقا�س المربع 

الأ�صلي. وقد يرغب بع� ضالطلاب في تجريب ذلك من خلال 
اختيار عدة قيم لطول �ضلع المربع، وعلى المعلم قبول ذلك 
حيث �أنه يعزز فهم الطلاب للنتيجة العامة. �إ� لاأنه يجب في 
مرحلة ما �إقناع الطلاب بالتخلي عن تدقيق النتائج في كل 

مرة، و�أن للتعميم �أهمية حا�سمة في العمل.
باتباع نمط المثال العددي، افتر�� ضأن طول �ضلع المربع 

ي�ساوي 2y، فيكون ن�صف قطر الدائرة ال�صغرى y وم�ساحتها 
 .πy2ت�ساوي

cm

7.07 × 7.07 × π = 157.1cm2
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 ،d2 = (2y)2 + (2y)2 ، وبا�ستعمال نظرية فيثاغور�س ف�إن
 .d = √8 y   إذن�

y 8√، وبالتالي 
2  = √2 y ن�صف قطر الدائرة الكبرى ي�ساوي

ف�إن م�ساحتها ت�ساوي π × (√2y)2 = 2πy2 ، �إذن م�ساحة 
عْفَي م�ساحة الدائرة ال�صغرى، مهما  الدائرة الكبرى ت�ساوي �ضِ

كان طول �ضلع المربع الأ�صلي.

ال�س�ؤال الثالث
200 	)a

المربعات المتتالية ت�ضاعف الم�ساحة، مهما كان طول  	)b
�ضلعها.

�تتبع طريقة البرهان خطوات البرهان نف�سها في  	
ال��سؤال الثاني: افر�� ضأن طول �ضلع المربع ي�ساوي هو 

 .4y2 2، وبالتالي ف�إن م�ساحتهy

�طول ن�صف قطر الدائرة الخارجية  y 2√، �أي ن�صف  	
طول �ضلع المربع الخارجي. وبذلك ف�إن م�ساحة المربع 
الخارجي هي 2 = 8y2(2y√2)، �أي �أن م�ساحة المربع 
عْفَي م�ساحة المربع الأ�صغر، مهما  الأكبر ت�ساوي �ضِ

كان طول �ضلع المربع الأ�صلي.

فـر�ص التقويـم
يتطلب هذا الن�شاط الدقة في طريقتي العمل المتوفرتين، 
وهما �إما العمل على �أعداد مقربة لأقرب 3 منازل ع�شرية 

مثلًا، �أو بدلالة π والجذر التربيعي للعدد 2 كثابت. ويف�ضل 
في البرهان ب�شكل خا� صبا�ستعمال العدد الثابت للتمكن من 

�إجراء المقارنة الدقيقة. وبالتالي ف�إن هذا الن�شاط يوفر 
�سياقاً جيداً لقيا�س م�ستوى مراعاة الطلاب للدقة، وقدرتهم 

على �إن�شاء برهان عام. 
هل يدقق الطلبة في قيم وترتيب الأبعاد التي يح�صلون في 

�إجاباتهم؟
هل ي�ستطيع الطلبة بناء البرهان الريا�ضي بناء على نتائج 

البحث وي�ستعملون الحقائق المتوفرة في هذه العملية؟
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الوحدة العا�شرة: الدوائر
الن�شاط الثاني: المخروط

حول هذا الن�شاط
يبين هذا الن�شاط ال�صلة بين �شبكة المخروط والأ�شكال 
المخروطية ثلاثية الأبعاد، وي�ستدعي من الطلبة فهم 

خ�صائ� صالقطاعات الدائرية.
تعتبر المناق�شة المتكررة مع الطلاب �ضرورية لم�ساعدتهم 

على تكوين ال�صور الذهنية والربط بين ال�شبكات والمج�سمات 
ثلاثية الأبعاد. ويحتاج الطلبة في بداية الن�شاط �إجراء بع� ض
الخطوات العملية، حيث يكوِّنوا المخاريط من الدوائر الورقية 

وم�شبك الورق )�أو �أداة �شبيهة(.

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
• القدرة على تكوين �صور ذهنية وا�ضحة عن المخروط 	

وخ�صائ�صه. 
• �تعميق الفهم بالبنية الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة 	

بخ�صائ� صالمخروط

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين، والعمل الفردي، 

والمناق�شات الجماعية.

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

تكبير زاوية القطاع الدائري لا ي�ؤثر على طول را�سم المخروط  	)a
)بينما اختيار دائرة �أكبر في البداية يعطي طول را�سم �أكبر(، 

ولكن الارتفاع الر�أ�سي يزداد.
طول القو�س المكون لقاعدة المخروط هو r θ بحيث �أن r هي  	)b

ن�صف قطر الدائرة و θ تمثل الزاوية المت�شكلة من القو�س 
)AB( وتقابل القطاع المظلل. يمثل طول القو�س محيط 

القاعدة الدائرية المكونة للمخروط . نرمز لن�صف قطر القاعدة 
بالرمز R. هذا يعني �أن 2πR=rθ. نتيجة لذلك ف�إنه عند 
تزايد زاوية القطاع المقطوع ف�إن الزاوية θ تتناق� صوهذا 
ي�ؤدي �إلى �أن ن�صف قطر القاعدة R �سيتناق� صومن ثم ف�إن 

م�ساحة القاعدة تتناق�� صأي�ضاً..
ال�س�ؤال الثاني

a(	 58.9�سم2
�م�ساحة ال�سطح الجانبي ت�ساوي م�ساحة الجزء المظلل من  	

�شبكة المخروط، بما يعادل      من ال�شبكة الدائرية الإجمالية 
)حيث �أن 90 ت�ساوي     الإجمالي 360(.

فالم�ساحة الجانبية ت�ساوي 		
 3
4  

× π × 5 × 5 = 258.9�سم
23.56�سم 	 )b

من محيط الدائرة الكاملة 
 

3
4 �محيط قاعدة المخروط ي�ساوي  	

ل�شبكة المخروط، لذا ف�إن محيط قاعدة المخروط ت�ساوي 
3
4  

×2 × π × 5 = 23.56  سم�           
ال�س�ؤال الثالث
10�سم 	 )a

طول را�سم المخروط ي�ساوي ن�صف قطر دائرة �شبكة  	
المخروط، �أي 10�سم.

6.67�سم 	 )b
محيط الدائرة الكاملة 

      
�محيط قاعدة المخروط ي�ساوي 	

      الـ 360(.
ل�شبكة المخروط )حيث �أن 120 ي�ساوي
 2
3  × 2 × π × 10= محيط القاعدة 	

�إذا كانت r ت�ساوي ن�صف قطر قاعدة المخروط، ف�إن: 	
2
3  

× 2 × π × 10 = 2 × π × r 	
 r = 23  

	 �سم 6.67= 10 ×
 	

م�ساحة قاعدة المخروط 	 )c
                                                                              	

(

3
4 1

4

2
31

3

π × (     × 10)2 =2
3

	  = πr2 139.63�سم2
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xº

xº

ال�س�ؤال الرابع
�شجّع الطلاب على ر�سم �شبكة المخروط على ورقة ثم ق�صها 

لت�شكيل الجزء المتبقي من المخروط الناق�ص.

 

ال�س�ؤال الخام�س
مربع الإرتفاع الر�أ�سي ي�ساوي 	 )a

=252 - 202 	

الارتفاع الر�أ�سي 	
   15�سم = 225 √ 		

72° 	 )b

= 25�سم 	 ن�صف قطر دائرة �شبكة المخروط	
2 × π × 25 = محيط دائرة �شبكة المخروط ت�ساوي 	

50π = 	 	 	 	

2 × π × 20 = 40π محيط قاعدة المخروط
 =      	 	 
     	 	

             x     =  0.8 × 360°             	 
                            	

زاوية الجزء المقتطع    72° = 288° - 360°
       	 	

فـر�ص التقويـم
توفر الإجابة على ال��سؤالين الأول والرابع  الفر�صة لتقويم 

قدرة الطلاب على تكوين ال�صور الذهنية. بينما يوفر ال��سؤالان 
الثالث والخام�س اختباراً جيداً لقدراتهم على الا�ستدلال.

هل الطلاب قادرون على مناق�شة خ�صائ� صالمخروط دون 
ر�سمه؟

هل الطلاب قادرون على الربط بين البنى الريا�ضية المختلفة 
التي يحتاجون �إليها في حل الم��سألة؟

x
360

40π
50π

= 288°
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خ�صائ�ص الأداء المتقدم
•   �القدرة على تعميم النتائج التي ح�صلوا عليها من البحث
•   تعميق الفهم للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية المتعلقة       

      بالدوائر وخ�صائ�صها

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
العمل الفردي والمناق�شة ال�صفية 

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

� �أ( 	

)b

)c

الوحدة العا�شرة: الدوائر
الن�شاط الثالث: المثلثات المتما�سة مع الدوائر

حول هذا الن�شاط
ينفذ الطلبة هذا الن�شاط في مجموعات �صغيرة �أو ثنائية. 
ل �أن  ولن يجد جميع الطلبة التعميم �أمراً �سهلًا، لذا يف�ضّ
ين�ضم �إلى كل مجموعة طالب يقدم �إلى زملائه الدعم 

والم�ساعدة في التو�صل �إلى الحل. والهدف الأ�سا�سي من هذا 
الن�شاط هو �أن ي�ستخدم الطلبة معارفهم ب�ش�أن نظريات 

الدائرة وح�ساب المثلثات لبناء برهان ريا�ضي ب�سيط و�إيجاد 
النتيجة العامة.

في ال��سؤال الأول، يجب على الطلبة العمل ب�شكل م�ستقل 
لإتباع تعليمات �إن�شاء ال�شكل البياني. ويجب الت�شديد على 

�ضرورة توخي الدقة في الر�سم. وفي حين �أن الطلبة يعملون 
بمفردهم، يجب ت�شجيعهم على اختيار مواقع مختلفة للنقطة 
D على محيط الدائرة، حيث �أن الجزء التالي يعتمد على هذا 
الاختيار. و�إذا اختار جميع طلبة المجموعة نف�س النقطة، 
ف�إن عليهم �إعادة الر�سم ثانية حتى يتبين لهم �أن محيط 

.D المثلثات مت�ساوية مهما كان موقع النقطة
بعد ذلك يجب �أن يعمل الطلبة في مجموعات �صغيرة �أو 

ثنائية، حيث يبد�أ العمل بتحديد �سبب كون المحيط 16�سم 
بغ� ضالنظر عن الموقع المختار للنقطة D. و�سيحتاج الطلبة 
 .FC = FD و�أن ،EB = ED لتنفيذ هذه الخطوة لمعرفة �أن

وقد يحتاج بع�ضهم �إلى التذكير ب�أن مما�سي الدائرة 
المتقاطعان في نقطة واحدة يت�ساويان في الطول من نقطتي 

التما�س �إلى نقطة التقاطع.
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	)d

)e

ال�س�ؤال الثاني
�سيكون لدى كل الطلبة مثلث محيطه 16�سم، �إذا كانوا قد 

توخوا العناية في الر�سم
طول BO ي�ساوي 6 �سم )ن�صف قطر الدائرة( 

وطول AO ي�ساوي 10 �سم )ن�صف القطر + 4�سم(
      102 - 62  =                

 AB = AC ولذا ف�إن ،AC = ولل�سبب نف�سه ف�إن 8�سم
)مما�سان للدائرة من نقطة خارجية مت�ساويان في الطول(.
EB = ED )المما�سان المر�سومان من نقطة خارج الدائرة 

مت�ساويان في الطول(
DF = FC )المما�سان المر�سومان من نقطة خارج الدائرة 

مت�ساويان في الطول(

A

B

C

D

E

F

O

5

8



A

B

C

O

6

A4

A

B

C

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

6

A4

A

B

C

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

 	   	                                   AEF ي�ساوي
	                 AE + EF + FA
                 	 = AE + ED + DF + FA
	 	 =  AE + EB + FC + FA	 	 	
	 	 = AB + AC	 	 	 	
	 	    �سم 16 = 8 × 2 =

ال�س�ؤال الثالث
24 �سم

با�ستعمال النتائج من خطوة الر�سم )في ال��سؤال الأول(:

AB + AC = AEF محيط المثلث	
	�إذا OB = 5�سم و OA = 8 + 5 = 13�سم

AB =    169 - 25 = 12 إذاً �سم�	
بالتالي ف�إن المحيط AEF = 12 × 2 = 24�سم

ال�س�ؤال الرابع
     [(y(2r + y)]  أو�        [(r + y)2 - r2]	

OA = (r + y) و OB = r cm 
(AB)2 = (r + y)2 - r2 ًإذا�	

AEF =    [(r + y)2 - r2] بالتالي ف�إن المحيط
	وقد يب�سّط بع� ضالطلاب القاعدة على ال�صورة: 

     [(r + y)2 - r2]= 	 AEF 
    [r2 + 2ry + y2 - r2] = 		

    y(2r + y) = 	

فـر�ص التقويـم
يجب على المعلم مراقبة عمل المجموعات ليعرف من الطلاب 

الذين ي�ؤدون الدور الرائد في التو�صل �إلى التف�سيرات 
والنتائج، حيث يوفر يت�ضح من ذلك مَن �أف�ضل الطلاب فهماً 

للبرهان والتعميم، مع الانتباه �إلى �أن بع� ضالطلاب 
المتميزين في هذه القدرات قد لا يك�شفون عنها لأ�سباب 

�شخ�صية واجتماعية.
هل الطلاب قادرون على تعميم النتائج التي تو�صلوا �إليها 

فيما يتعلق بالمثلث وخ�صائ�صه؟
هل الطلاب قادرون على �إدراك خ�صائ� صالمثلث المعروفة 

وا�ستعمالها في بناء برهان جديد؟

محيط المثلث

 AB= 8  cm

A

B

C

O
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الوحدة العا�شرة: الدوائر
الن�شاط الرابع: معادلة الدائرة

حول هذا الن�شاط
يبني هذا الن�شاط على معرفة الطلاب ال�سابقة بمعادلة 

الدائرة. وت�ستدعي الأ�سئلة من الطلاب التمتع بالقدرة على 
الر�سم ال�سريع والدقيق، �إما على الورق �أو با�ستعمال برمجية 
حا�سوبية، وخا�صة في ال��سؤالين 2 و 3. كذلك يحتاج الطلاب 

�إلى الدراية بالمفاهيم الأ�سا�سية للهند�سة الإحداثية، بما 
ي�شمل معادلات الخط الم�ستقيم، �إ�ضافة �إلى �أن ال��سؤال 1 

ي�ستدعي المعرفة بالجبر. 
�صمم ال��سؤال 1 لتمرين الطلاب على الا�ستعمال الجبري 

للمعادلات الريا�ضية، وتعميق درايتهم بال�صيغة القيا�سية 
لمعادلة الدائرة. ومن ال�سهل تكوين �أمثلة جديدة �شبيهة 
بم�ضمون ال��سؤال. وبالن�سبة للجزء b من ال��سؤال، ف�إنه لا 

يمثل دائرة لأن r2 قيمة �سالبة. وقد يجدر بالطلاب التفكير 
في النقاط )�إن وجدت( التي تحقق هذه المعادلة. 

يجب على الطلاب ر�سم الم�ستقيمات المعطاة في ال��سؤال 2 
من �أجل فهم المهمة المطلوبة منهم. وتجب ملاحظة �أنه في 
الجزء b �سيكون ن�صف القطر كبيراً ومن غير العملي �إكمال 
الر�سم. و�سيت�ضح في كل حالة �أن مركز الدائرة هو فقط ما 
ي�ستدعي الاهتمام، لأن ن�صف القطر لا يتغيّر بالانعكا�س. 
ويجب �أن يدرك الطلاب في الجزء c من ال��سؤال �أن انعكا�س 

الم�ستقيم بزاوية 45 درجة ينطوي جزئياً على تبادل 
. yو x الإحداثيين

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
�الطلاقة في المهارات الريا�ضية المتعلقة بالجبر 	 •
�و�ضوح المفاهيم المتعلقة بخ�صائ� صالدائرة  	 •

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س 
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين / التدري�س الفارقي

�إجابات الأ�سئلة
ال�س�ؤال الأول

نعم، المركز )1 ,0(، ن�صف القطر = 2 	)a
x2 + y2 = -100 لا، حيث �أن 	)b

1
6
(، ون�صف القطر =  1

3
, 1

3
نعم، المركز ) 	)c

ال�س�ؤال الثاني
(x - 20)2 + y2 = 1 	 )a

مركز الدائرة                                            هو )4- ,0( .  	 )b
النقطة الناتجة من انعكا�س المركز حول الم�ستقيم

 y = 5 هي )14 ,0( وبالتالي ف�إن معادلة الدائرة الناتجة 
من الانعكا�س هي

النقطة الناتجة من انعكا�س مركز الدائرة )2 ,3( حول  	)c
الم�ستقيم y = - x هي )3- ,2-( وبالتالي ف�إن 

معادلة الدائرة الناتجة من الانعكا�س
 (x + 2)2 + (y + 3)2 = 4          

ال�س�ؤال الثالث
a(      تكوِّن الم�ستقيمات الأربع مربع طول �ضلعه 2 بحيث �أن 
قطري المربع يتقاطعان في النقطة )3, 2( والتي تمثل 

مركز الدائرة الداخلية والتي ن�صف قطرها 1: 	
(x - 2)2 + (y - 3)2 = 1

 x = 8 b(      الم�سافة بين الم�ستقيم الر�أ�سي x = - 2 و 
ت�ساوي 10. يمكننا تكوين مربعين بطول 10 فوق 

وتحت الم�ستقيم y = 5. مركزي الدائرتين الداخليتين 
هما )0, 3( و )10, 3( ون�صف القطر ي�ساوي 5. 

معادلة الدائرتين هما:
�(x - 3)2 + y2 = 25 و (x - 3)2 + (y - 10)2 = 25 	

x2 + (y - 14)2 = 1002

x2 + (y + 4)2 = 1002
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فـر�ص التقويـم
تعطي الإجابة على ال��سؤال الأول م�ؤ�شرًا جيدًا على ثقة 

الطلاب في معالجة المعادلات الجبرية، حيث �أنه ي�ستدعي 
ا�ستعمال الجبر لحل الم�سائل الهند�سية. وتعطي �إجابة ال��سؤال 
الثاني دليلًا وا�ضحاً على ثقتهم ب�أنف�سهم عند التعامل مع 
التحويلات الهند�سية، لأن حل الم��سألة المتعلقة بالدائرة 

يتطلب �إجراء الانعكا�س.
هل الطلاب قادرون على ا�ستعمال معادلة الدائرة ب�شكل 

دقيق؟
هل الطلاب قادرون على ا�ستعمال معرفتهم ال�سابقة حول 
خ�صائ� صالمثلثات لحل الم�سائل واكت�ساب معارف جديدة؟

مركزي الدائرتين C1 وَ  C2 المتقابلتين هو 	 )c
           (2+ a , 4 + a) , (2 – b , 4 – b)      

            بحيث �أن a و b هما عددين حقيقيين. معادلة الم�ستقيم 
.y = x + 2 المار بالمركزين هو

           وبالطريقة نف�سها يمكننا �إيجاد معادلة الم�ستقيم المار 
.y = -x + 6 في المركزين الآخرين المتقابلين وهو

x= 2

C2

C1y= 4
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الوحدة الحادية ع�شرة
قاعدة بنفورد
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نظرة عامّة
هذه الوحدة هي ا�ستك�شاف لظاهرة مهمة في الإح�صاءات تعرف با�سم "قانون بنفورد".

الهدف التعلمي للوحدة
�تقدير قيمة تطبيق الريا�ضيات على الم�سائل والم�شاكل اليومية في الحياة 	 •

المعرفة ال�سابقة
�فهم التوزيعات البيانية 	 •

�المعرفة التامة بالن�سب العادية والن�سب المئوية 	 •

خ�صائ�ص الأداء المتقدم
القيم والاتجاهات وال�سمات

�الا�ستق�صاء 	 •
�التعاون 	 •

المهارات المتقدمة
�ربط الريا�ضيات بالحياة 	 •

�النمذجة 	 •
�التعميم 	 •

المعرفة والفهم المتقدمان
• الفهم المتعمق للبنية الريا�ضية الأ�سا�سية	

�فهم "الأفكار الكبرى" 	 •

مدة تدري�س الوحدة
�أربع �ساعات تقريبًا

الم�صادر
�ورق ر�سم بياني، وورق م�سودات �إ�ضافي

��إمكانية ت�صفح الإنترنت 
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خ�صائ�ص الأداء المتقدم 
• �الا�ستق�صاء: اتباع نهج ا�ستق�صائي	
• �القدرة على ربط الريا�ضيات بالحياة )وبالعك�س(	
• �القدرة على �إن�شاء نموذج ريا�ضي	
• �فهم "الأفكار الكبرى" في الريا�ضيات	

تو�صيات �أ�سلوب التدري�س
�سحب مجموعة الطلبة الموهوبين

المرحلة الأولى من البحث
ال�س�ؤال الأول

�سيرى الطلاب من خلال درا�سة توزيع الأرقام الأولى في 
تعداد ال�سكان حول العالم، �أن هذه الأرقام لي�ست موزعة 
توزيعاً منتظماً، وهنا يجب ت�شجيعهم على التفكير في 

الطريقة المنا�سبةلا كت�ساب المعلومات ومعالجتها وتقديمها 
ب�شكل فعّال، با�ستعمال الجداول الالكترونية، على �سبيل 

المثال كما في هذا ال�شكل.
توزيع الأرقام الأولى التي تمثل في تعداد �سكان

دول العالم

�سم  �شجّع الطلاب دائماً على ت�أمل هذه النتيجة. لماذا لا يتَّ
توزيع الأرقام بالانتظام؟

يمكنك �أن ت�شجّع الطلاب على البحث في مجموعات بيانات 
�أخرى، مثل م�ساحات البحيرات �أو �أطوال الأنهار �أو �أ�سعار 

الأ�سهم �أو عناوين ال�شوارع �أو معدلات الوفيات، �أو �أعداد من 
مقالات ال�صحف. هل هناك نمط مماثل في النتائج التي يتم 

التو�صل �إليها؟ )يمكن �أن يتبادل الطلّاب البيانات التي 
جمعوها مع طلّاب �آخرين في المنتدى على �شبكة الانترنت(.
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الوحدة الحادية ع�شرة: قاعدة بنفورد
معلومات عن الوحدة

يعمل الطلاب ب�شكل م�ستقل عن المعلمين للح�صول على 
البيانات وتحليلها، ثم تف�سير النتائج التي يتو�صلون �إليها 

في �ضوء المواد المتاحة مجاناً على �شبكة الانترنت. 
و�سيكون من المفيد �أن يتعاون الطلاب في مجموعات 

ثنائية.
تمنح مرحلة البحث الأولى الفر�صة للطلاب لكي يفهموا 
ال�سياق الذي يعملون فيه والت�أمل في النتائج. وتقدم لهم 

المرحلة الثانية نموذجًا ريا�ضيًا ي�ستخدم في الحياة العملية 
للك�شف عن حالات التزوير. و لايت�أتى ب�سهولة فهم �أهمية هذا 
النموذج، ولكن فهمه الكامل لي�س �ضروري للطلاب في هذا 

ال�سياق، بل المهم �أن يكت�سبوا فكرة عن مدى تعقيد 
الريا�ضيات، بما ي�شجعهم على �إحراز التقدم فيها.

ي�ساهم �إعداد النتائج في �صيغة متاحة للآخرين )مثلًا في 
عر� ضموجز( في ت�شجيع الطلاب على التوا�صل ب�شكل 
وا�ضح، وهذا بدوره ي�شجعهم على المزيد من الت�أمل في 
عملهم. وقد يجدر بالمعلم �إن�شاء منتدى على الانترنت 

لم�ساعدة الطلاب على مناق�شة موا�ضيع الريا�ضيات التي 
يبحثون فيها مع طلاب من المدار�س الأخرى، وبذلك يفيدون 

من نقا�شاتهم في تو�ضيح المفاهيم ذات ال�صلة.
يكون دور المعلم في �أثناء البحث الا�ستماع وطرح الأ�سئلة 
التي تحث الطلاب على التفكير والت�أمل، مثل: "هل �أخذتم 
بالح�سبان.... ؟"، و"هل يفيدنا التفكير في .... ؟"، و"هل 

ت�ستطيع �شرح معنى ذلك؟"، وهكذا.
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المرحلة الثانية من البحث
ال�س�ؤال الثاني والثالث والرابع

يت�ضح من التاريخ �أن �صياغة الكثير من النماذج الريا�ضية 
جاءت نتيجة الملاحظة �أولًا، يليها في مرحلةلا حقة تبرير 

هذه النماذج، وبعد ذلك بفترة يتم تطبيقها عملياً.
1298هـ/1881م - عالم الفلك والريا�ضيات �سيمون 

نيوكومب:
• لا�حظ العالِم �أن ال�صفحات الأولى في كتب جداول 	

اللوغارتيمات كانت �أكثر ات�ساخاً من ال�صفحات الأخيرة، 
مما ي�شير �إلى بحث القراء عن الأعداد التي تبد�أ ب�أرقام 

�صغيرة �أكثر من الأعداد التي تبد�أ ب�أرقام كبيرة. 
• �بناء على ذلك، ا�ستنتج العالِم مبد�أ �أن �أي قائمة �أعداد 	

م�أخوذة من مجموعة بيانات ع�شوائية، ف�إن الأعداد التي 
تبد�أ بالرقم 1 عادة ما تكون �أكثر من الأعداد الأخرى. 

1356هـ/1938م - عالم الفيزياء فرانك بنفورد:
• ��أعاد اكت�شاف هذا النمط، ووجد �أنه في قوائم �أعداد 	

الم�ستقاة من م�صادر كثيرة للبيانات )ولي�س جميعها(، 
يكون الرقم الأول موزعاً بدون انتظام، حيث يظهر الرقم 

1 في ثلث الأعداد، والرقـم 9 في �أقل من 5% منها. 
• 	.log10 (1 + 1

n •�ووجد القانون التالي، ( �) لايوجد تطبيق لهذا القانون �أو تف�سير حتى تاريخه(.	
1380هـ/ 1961م - عالم الريا�ضيات روجر بنكام:

• ر في تف�سير هذا القانون.	 ��أظهر العالم بع� ضالتب�صّ
• �)لم يزل القانون بدون تطبيق(.	

1417هـ/1997م- المحا�سب مارك نجريني:
• �طبق القانون في تدقيق ح�سابات ال�شركات وك�شف 	

العديد من حالات التزوير، وكان ذلك بداية مهنة جديدة: 
المحا�سبة الجنائية!

درا�سة مجموعات البيانات
من الم�ستبعَد �أن يكون الطلاب قد در�سوا اللوغارتيمات من 
قبل، ولكن ب�إمكانك ت�شجعيهم على اكت�شاف طريقة تقييم 

فائدتها، وربما يرغبون في البحث في هذا المو�ضوع 
ب�أنف�سهم �إذا توفر لهم الوقت اللازم. وفي ال�سياق الحالي، ف�إن 

القانون الأ�سا�سي ي�ؤدي �إلى التوزيعات التكرارية التالية: 
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فهم �سبب التوزيع غير المنتظم للأرقام:
يوجد على الانترنت عدد من المواقع باللغة الإنجليزية التي 

تحاول �شرح مبد�أ عمل قانون بنفورد، ومنها على �سبيل 
المثال:

http://en.wikipedia.org/wiki/Benford’s_Law

http://www.mathpages.com/HOME/
kmath302/kmath302.htm

http://plus.maths.org/issue9/features/
benford/
http://www.youtube.com/
watch?v=O8N26edbqLM

وفي حين �أن ا�ستيعاب هذا ال�شرح قد يتعذر على الطلاب، ف�إنه 
من المهم �إعطائهم مهلة كافية لمحاولة فهم القواعد 

الريا�ضية ذات ال�صلة، حتى ولو ا�ستحال عليهم فهم ال�شرح 
بالكامل، وعلى المعلم ت�شجيعهم على محاولة فهم ما يرون 
ويقر�أون. وعندما يحاول الطلاب فهم قانون بنفورد، �سيكون 
من المفيد لهم فهم متى ينطبق ومتى لا ينطبق، والأمر الأهم 
هو �أنه لا ينطبق �إذا كان نطاق الأعداد مقيداً لأ�سباب طبيعية 
�أو ا�صطناعية، �إذ لا يخ�ضع لقانون بنفورد �سوى الأعداد التي 

 لايكون نطاقها مقيداً.
ويمكن ببع� ضالحد�س ملاحظة �أن التوزيع غير المت�ساوي 

ينطبق على اختيار "�أي عدد من 1 �إلى x"، لأنه �إذا كانت        
x = 9 ف�إن الأعداد من 1 �إلى 9 تكون موزعة بالت�ساوي. �أما 
�إذا كانت x من 1 �إلى 19، ف�إن �أكثر من ن�صف الأعداد �سيبد�أ 
بالرقم 1، و�إذا كانت x من 1 �إلى 29 ف�إن ثلث الأعداد �سيبد�أ 
بالرقم 1، وهكذا، وبالمثل ف�إن الأرقام الأولى �ضمن المدى 

من 10 �إلى 99، �أو من 100 �إلٍى 999 موزعة بالت�ساوي، ولكن 
من 10 �إلى 199 �أو من 100 �إلى 1999 يكون هناك عدد �أكبر 
من الأعداد التي تبد�أ بالرقم 1. وبالتالي ف�إنه �إذا �أمكن �أن 

ت�ساويى x �أي رقم، ف�إن الترجيح يكون تجاه الأرقام الأ�صغر. 
ولكي نفهم لماذا ينتج عن ذلك مقيا�ساً لوغارتيماً، لا بد من 
ا�ستك�شاف �آلية عمل اللوغارتيمات )حيث قيمة لوغارتيم �سن 
للأ�سا�س 10 ت�ساوي ن(، حيث الفرق بين 1 و 10 في �أ�سا�س 
لوغارتيم الأ�سا�س 10 ي�ساوي الفرق بين 10 و 100، وهكذا.

فـر�ص التقويـم
�ستعطى م�شاركة الطلاب في هذا الن�شاط ب�شكل عام م�ؤ�شراً 
جيداً على ثقتهم في �أ�ساليب الا�ستق�صاء، حيث يبا�شر بع� ض

الطلاب بالبحث عن الم�صادر على �شبكة الانترنت، ولكنهم لن 
يرغبوا في فهم قواعد الريا�ضيات ذات ال�صلة. �أما الطلاب 
الذي لا يدركون جدوى هذا الا�ستق�صاء، فقد تكون قدرتهم 
على �إن�شاء النماذج الريا�ضية �ضعيفة، وهي قدرة �ضرورية 
لتحقق الغاية والفائدة من الا�ستق�صاء، �إذ لا بد �أن يدركوا 

�أهمية توزيع القيم و�أنه لا يتقيد بتوقعاتهم الأولية )القائمة 
على نموذج ريا�ضي ب�سيط(.
هل لدى الطلاب القدرة على:

• �ا�ستق�صاء الق�ضايا المثارة؟	
• �تطبيق الريا�ضيات على الواقع؟	
• ��إبداع نماذج ريا�ضية لتف�سير الظواهر؟	
• �فهم الأفكار الكبرى وراء الإح�صاءات؟	
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